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16

Algorytmy operujgce
na grafach

Grafy to elastyczne struktury danych pozwalajace modelowaé problemy jako relacje
czy powigzania miedzy obiektami (wiecej na ten temat w rozdziale 11.). W tym rozdziale
przedstawimy algorytmy operujace na grafach. Jak zobaczymy, wiele z tych algorytmoéow
przypomina podstawowe algorytmy przeszukiwania graféw wszerz i w glab, opisane
w rozdziale 11. Te dwie grupy algorytméw sa wazne dla innych algorytméw operujacych
na grafach, jako Zze pozwalaja systematycznie przegladac graf.

Istotna réznica miedzy algorytmami z tego rozdziatu i rozdziatu 11. polega na tym, Ze algo-
rytmy tego rozdziatu dotycza grafow z wagami. W takich grafach kazdej krawedzi przypisuje
sie¢ pewna warto$¢, wagg, ktéra wizualnie jest zaznaczana jako niewielka liczba przy kra-
wedzi. Wprawdzie wagi moga oznaczad¢ rézne rzeczy, ale zwykle opisuja koszt zwigzany
z przejéciem danej krawedzi. Grafy z wagami i dzialajace na nich algorytmy pozwalaja opi-
sywaé ogromna liczbe réznorodnych probleméw. Listing 16.1 to nagtéwek do algorytméw
operujacych na grafach, zaprezentowanych w tym rozdziale.

Listing 16.1. Plik nagtdwkowy algorytmow operujgcych na grafach

/*****************************************************************************

* *
B graphalg.h ---—-==-----—---——————————————— *
* *

Kk ko ok ok K K K K K K K K KKK Kk ko ok ok ok ok kK R K K KK K Kk ko ok ok ok ok ok K R K K K K K Kk ko ok ok ok ok ok kR R K K K Kk Kk ko ok ok ok ok /

#ifndef GRAPHALG_H
#define GRAPHALG H

#include "graph.h"
#include "list.h"
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Rozdziat 16. Algorytmy operujgce na grafach

/*****************************************************************************

* *
* Struktura na weziy drzew minimalnych. *
* *

*****************************************************************************/

typedef struct MstVertex {

void *data;
double weight;
VertexColor color;
double key;
struct MstVertex  *parent;

} MstVertex;

/*****************************************************************************

* *
* Struktura na wezly najkrdtszej Sciezki. *
* *

*****************************************************************************/

typedef struct PathVertex {

void *data;
double weight;
VertexColor color;
double d;

struct PathVertex *parent;

} PathVertex;

/*****************************************************************************

* *
* Struktura na wezly problemu komiwojazera. *
* *

*****************************************************************************/

typedef struct TspVertex {

void *data;
double X,

yi
VertexColor color;

} TspVertex;

/*****************************************************************************

* *
R e Interfejs publiczny ---—--—-—————————————————— *
* *

*****************************************************************************/

int mst (Graph *graph, const MstVertex *start, List *span, int (*match) (const
void *keyl, const void *key2));
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int shortest (Graph *graph, const PathVertex *start, List *paths, int (*match)
(const void *keyl, const void *key2));

int tsp(List *vertices, const TspVertex *start, List *tour, int (*match)
(const void *keyl, const void *key2));

#endif
W tym rozdziale oméwimy:

Drzewa minimalne
Drzewa bedace abstrakcjami wielu probleméw zwiazanych z polaczeniami. Drzewo
minimalne to takie drzewo, ktére laczy wszystkie wezly w nieskierowanym grafie
z wagami mozliwie najmniejszym kosztem.

Najkrdtsze Sciezki
Wynik rozwigzywania réznego rodzaju probleméw najkrétszej drogi. Najkrotsza droga
lub $Sciezka to droga w grafie skierowanym z wagami dwa wezly przy minimalnym
koszcie.

Problem komiwojazera
Zaskakujaco trudny problem, w ktérym szukamy najkrétszej drogi pozwalajacej odwie-
dzi¢ wszystkie wezly zupelnego, nieskierowanego grafu z wagami tak, aby przed po-
wrotem do punktu startowego kazdy wezet zostat odwiedzony dokladnie raz.

Oto wybrane zastosowania algorytméw operujacych na grafach:

Dobrze dobrane sieci przesytowe
Praktyczne zagadnienie dotyczace przesylania wody, ropy i innych cieczy. Jesli punkty
odbioru medium z sieci zostang przedstawione jako wezly grafu, zas potencjalne pola-
czenia jako krawedzie tego grafu z wagami odpowiadajacymi kosztowi polaczenia punk-
téw, drzewo minimalne wskazuje optymalny przebieg sieci laczacej wszystkie punkty
odbioru.

Tablice tras (przyktad w rozdziale)
Tablice uzywane przez rutery do przesylania danych w Internecie. Zadaniem rutera jest
przestanie danych blizej ich miejsca docelowego. W przypadku jednego ze sposobéw
wyznaczania tras rutery okresowo wyliczaja najkrétsze $ciezki miedzy soba, dzieki
czemu kazdy z nich potrafi wykonac nastepny etap przestania danych.

Ustugi dostawcze
Uslugi zwigzane zwykle z odwiedzaniem licznych miejsc w celu odbierania i dostar-
czania paczek. Rozwigzanie problemu komiwojazera pozwala wskazac najlepsza droge
kuriera, ktéry przed powrotem do bazy musi odwiedzi¢ wszystkie punkty.

Sieci komunikacyjne
Sieci zawierajace wiele réznego rodzaju sprzetu: linie telefoniczne, stacje przekaznikowe
isystemy satelitarne. Wszystkie te urzadzenia musza zosta¢ optymalnie rozmieszczone.
Optymalny rozklad mozna obliczy¢ przez wyznaczenie drzewa minimalnego grafu
z wagami opisujacego siec.
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Kierowanie samolotdw
Problem optymalizacyjny szczegdlnie istotny w liniach lotniczych i agencjach kontroli
lotu. Samoloty czesto nie moga przemieszczac sie bezposrednio miedzy wyznaczonymi
punktami, gdyz muszg korzystad z korytarzy powietrznych (takich lotniczych autostrad),
poza tym obowiazujg ograniczenia natozone przez kontroleréw lotéw. Optymalna droga
miedzy dwoma punktami to $ciezka z najmniejszymi wagami.

System transportu zamknigtego
Systemy, w ktérych pojazdy szynowe lub wdézki wielokrotnie poruszaja si¢ miedzy tymi
samymi punktami. Takie systemy moga by¢ uzyte do rozwozenia czeéci w fabryce lub
do przenoszenia towaréw w magazynie. Rozwigzanie problemu komiwojazera pozwala
znalez¢ optymalny uklad systemu.

Mostkowanie obwodow elektrycznych
Problem optymalizacyjny zwigzany z produkcja elektroniki. Czesto trzeba polaczyé ze
soba punkty obwodu przy uzyciu grafu, w ktérym poszczegélnym punktom odpowia-
daja wezly. Potencjalne polaczenia modelowane sa jako krawedzie. Rozwiazanie opty-
malne znowu wskazuje drzewo minimalne.

Monitorowanie ruchu kotowego
Obserwowanie zmian ruchu zmierzajace do wyznaczenia najlepszej trasy poruszania
si¢ po miescie. Aby uniknaé nadmiernych opéznient zwigzanych z korkami, uzywa sie
modelu zawierajacego informacje o polaczeniach i bada si¢ przeciecia z najmniejszym
ruchem.

Drzewa minimalne

Wyobrazmy sobie pinezki powbijane w tablice i polaczone sznurkiem. Przy zalozeniu, ze
wedrujac po sznurku mozemy dotrze¢ do wszystkich pinezek, wyobraZzmy sobie gre, ktdrej
celem jest usuwanie sznurkéw dotad, az pinezki beda potaczone najmniejsza mozliwa liczba
sznurkéw. To jest wlasnie idea drzew minimalnych. Formalnie, jesli mamy nieskierowany graf
z wagami G = (V, E), jego drzewem minimalnym jest zbiér T krawedzi ze zbioru E laczacy
wszystkie wezly z V przy mozliwie najmniejszym koszcie. Krawedzie z T tworza drzewo,
gdyz kazdy wezel ma dokladnie jednego rodzica — wezel poprzedni, z wyjatkiem wezla
poczatkowego, ktoéry jest korzeniem drzewa.

Algorytm Prima

Jedna z metod wyznaczania drzew minimalnych jest algorytm Prima. Algorytm ten rozpina
drzewo minimalne dodajac kolejno krawedzie wedtug ich chwilowej wartosci, zatem zali-
czamy go do grupy algorytméw zachtannych (rozdziat 1.). Wprawdzie algorytmy zachtanne
czesto zamiast najlepszych rozwiazan daja jedynie ich przyblizenia, jednak algorytm Prima
daje faktycznie rozwigzanie optymalne.
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Algorytm ten dziala poprzez wielokrotne wybieranie wezla i badanie jego krawedzi przy-
legajacych w celu sprawdzenia, czy istnieje szybsza droga polaczenia zbadanych dotad
weziéw. Algorytm ten przypomina przeszukiwanie wszerz, gdyz badane sa wszystkie
krawedzie sasiednie wezla i dopiero wtedy robione jest przejscie glebiej w strukture grafu.
Wartos¢ kluczowa wezla, od ktérego zaczynamy szukanie to 0. Aby wybrac¢ odpowiedni
wezel na kazdym etapie dzialania algorytmu, zapamietujemy kolor i wartos¢ klucza dla
kazdego wezla.

Poczatkowo wszystkie wezly sa biale, wszystkie wartosci kluczy majg wartos¢ «: dowol-
nie duza liczbe, wigksza od wag wszystkich krawedzi w grafie. Ustawiamy wartos¢ klucza
wezla, od ktérego zaczynamy na 0. W miare dzialania algorytmu przypisujemy wszystkim
wezlom poza wezlem poczatkowym rodzica w drzewie minimalnym. Wezetl jest czescia
drzewa minimalnego tylko wtedy, gdy stanie si¢ czarny; przed tym jego rodzic moze sig
zmieniad.

Dalej algorytm Prima dziala nastepujaco: najpierw, sposréd wszystkich biatych weztéw
grafu wybieramy jeden wezel u, ktéry ma najmniejszaq wartos$¢ klucza. Poczatkowo bedzie
to wezel startowy, gdyz ma wartos$¢ 0. Po wybraniu wezta malujemy go na czarno. Nastep-
nie, dla kazdego bialego wezla v przylegajacego do u, jesli waga krawedzi (1,0) jest mniejsza
od wartosci klucza v, ustawiamy wartos¢ klucza v na wage (1, v) i ustalamy u jako rodzica v.
Proces powtarzamy dotad, az zaczernione zostang wszystkie wezly. W miare wzrostu
drzewa minimalnego wchodza do niego wszystkie krawedzie majace na dowolnym koricu
czarne wezly.

Na rysunku 16.1 pokazano wyliczanie drzewa minimalnego za pomoca algorytmu Prima.
Wartosci klucza i rodzic pokazywane sa obok wezta. Wartos¢ klucza jest na lewo od uko-
$nika, rodzic na prawo. Wyszarzone krawedzie to krawedzie rosnacego drzewa minimal-
nego. Drzewo minimalne przedstawione na rysunku ma laczng wage 17.

Interfejs drzew minimalnych

mst

int mst (Graph *graph, const MstVertex *start, List *span, int (*match)
(const void *keyl, const void *key2));

Zwracana wartos¢: 0, jesli wyznaczanie drzewa minimalnego si¢ powiodlo, i =1 w przeciw-
nym razie.

Opis: Wyliczane jest drzewo minimalne nieskierowanego grafu z wagami graph. Operacja
modyfikuje graf, wiec w razie potrzeby trzeba zrobi¢ jego kopie. Kazdy wezel grafu graph
musi zawiera¢ dane typu MstVertext. Kazdej krawedzi przypisujemy wage, ustawiajac
pole weight struktury MstVertext na wartos¢ przekazana jako dataZ2 do graph_ins_edge.
Korzystajac z pola data poszczegdlnych struktur MstVertext, zapisujemy dane tego we-
zla, na przyklad jego identyfikator. Funkcja match grafu ustawiana przy inicjalizacji grafu
za pomoca graph_init stuzy do poréwnywania jedynie pdl data struktur MstVertext. Jest
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o Poczatkowo, zaczynamy od & 9 Po wybraniu &

Rysunek 16.1. Wyliczanie minimalnego drzewa za pomocq algorytmu Prima

to ta sama funkgja, ktéra przekazywana jest do mst jako match. Po realizacji algorytmu uzy-
skane drzewo minimalne jest przekazywane jako span; wezel, ktérego rodzic to NULL, jest
korzeniem calego drzewa. Elementy parent pozostatych pél wskazuja wezly poprzedzajace
dany wezel w drzewie. Wezly ze span wskazujg faktycznie wezly z grafu graph, wiec
trzeba zapewnic istnienie odpowiednich danych tak dlugo, jak dtugo beda potrzebne.

Zkozonosé: O(EV?), gdzie V jest liczba wezléw grafu, a E — liczbg jego krawedzi. Jednak po
niewielkiej, przedstawionej dalej poprawce, algorytm dziala w czasie O(E lg V) (zobacz
tematy powiazane na koricu tego rozdziatu).
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Implementacja i analiza kodu

Aby wyznaczy¢ drzewo minimalne nieskierowanego grafu z wagami, najpierw trzeba
zapisac graf z wagami w abstrakcyjnym typie danych przedstawionym w rozdziale 11.
Konieczne bedzie tez pamietanie informacji potrzebnych w algorytmie Prima, zwigza-
nych z weztami i krawedziami. Do tego stuzy struktura MstVertext; uzywamy jej na
wezly grafu, ktére maja by¢ wlaczane do drzewa minimalnego (listing 16.2). Struktura ta ma
pieé elementéw: data to dane zwigzane z wezlem, weight to waga krawedzi przylegajacej
do wezla, color to kolor wezla, a key to wartos¢ klucza wezla, zag parent to rodzic wezta
w drzewie minimalnym.

Listing 16.2. Implementacja wyliczania drzewa minimalnego

/*****************************************************************************

* *
¥ oo mm oo mst.c ———=-—————-—————————— *
* *

*****‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k*****************************************/

#include <float.h>
finclude <stdlib.h>

#include "graph.h"
#include "graphalg.h"
#include "list.h"

/****‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k******************************************

* *
¥ o mst --—---—--—-—————— - *
* *

KK KKK KK K K K K K K K R K K K K K R K ok K K K R ok kK K K R R R K R R R R R R R R R R R R R R R R R Rk R R kR kK /

int mst (Graph *graph, const MstVertex *start, List *span, int (*match) (const
void *keyl, const void *key2)) {

AdjList *adjlist;

MstVertex *mst_vertex,
*adj vertex;

ListElmt *element,
*member;
double minimum;
int found,
i

/~k~k~k~k~k~k~k~k~k~k~k~k~k~k~k~k~k~k~k~k~k~k*******************************************************

* *
* Inicjalizacja wszystkich wezldw grafu. *
* *

*******************‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k***********************************/

found = 0;

for (element = list head(&graph adjlists(graph)); element != NULL; element =
list next(element)) {
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mst_vertex = ((AdjList *)list data(element))->vertex;

if (match(mst _vertex, start)) {

/***********************************************************************
* *
* Inicjalizacja wezta poczatkowego. *
* *
***********************************************************************/

mst vertex->color = white;
mst_vertex->key = 0;
mst_vertex->parent = NULL;
found = 1;

else {

/***********************************************************************

* *
* Inicjalizacja wezldw poza wezlem poczatkowym. *
* *

***********************************************************************/

mst_vertex->color = white;
mst vertex->key = DBL MAX;
mst_vertex->parent = NULL;

/*****************************************************************************
* *
* Jes$li nie znaleziono wezla poczatkowego, konczymy. *
* *
*****************************************************************************/

if (!found)
return -1;

/*****************************************************************************
* *
*  Wyznaczamy drzewo minimalne algorytmem Prima. *
* *

*****************************************************************************/
i=20;

while (i < graph vcount (graph)) {

/**************************************************************************

* *
* Wybieramy biaty wezel o najmniejszej wartosci klucza. *
* *

**************************************************************************/

minimum = DBL_MAX;

for (element = list head(&graph adjlists(graph)); element != NULL; element
= list next(element)) {
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mst _vertex = ((AdjList *)list data(element))->vertex;
if (mst_vertex->color == white && mst vertex->key < minimum) {

minimum = mst_vertex->key;
adjlist = list data(element);

/**************************************************************************

* *
* Zaczerniamy wybrany wezeil. *
* *

**************************************************************************/

((MstVertex *)adjlist->vertex)->color = black;

/**************************************************************************

* *
* Przegladamy wszystkie wezly sasiadujace z weziem wybranym. *
* *

**************************************************************************/

for (member = list head(&adjlist->adjacent); member != NULL; member =
list next (member)) {

adj vertex = list data (member);

/***********************************************************************

* *
* Znalezienie wezla sasiadujacego z listy struktur sasiedztwa. *
* *

***********************************************************************/

for (element = list head(&graph adjlists(graph)); element != NULL;
element = list next (element)) {
mst _vertex = ((AdjList *)list data(element))->vertex;

if (match(mst vertex, adj vertex)) {

/*****************************************************************

* *
* Decydujemy, czy zmieniamy warto$¢ klucza i rodzica wezia *
* sasiedniego z listy struktur list sasiedztwa. *
* *

*****************************************************************/

if (mst_vertex->color == white && adj_vertex->weight <
mst vertex->key) {

mst vertex->key = adj vertex->weight;
mst vertex->parent = adjlist->vertex;

break;



444

Rozdziat 16. Algorytmy operujgce na grafach

}

/~)<~)<~)<~)<~)<~)<~)<~)<~)<~)<~)<~)<~)<~)<~)<~)<~)<*********************************************************

* *
*  Przygotowujemy sie do wyboru nastepnego weztla. *
* *

~k~k~k~k~k~k~k~k~k~k~k~k~k~k~k~k~k~k********************************************************/

i++;

}

/****************‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k**********************************

* *
*  rkadujemy drzewo minimalne na liste. *
* *

****‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k*******************************************/
list init (span, NULL);

for (element = list head(&graph adjlists(graph)); element != NULL; element =
list next(element)) {

/‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k********************************************

* *
* radowanie wszystkich czarnych wezidéw z listy sasiedztwa. *
* *

‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k*****‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k************************/

mst vertex = ((AdjList *)list data(element))->vertex;
if (mst vertex->color == black) {
if (list_ins next(span, list tail(span), mst vertex) != 0) {

list destroy(span);
return -1;

return 0;

Budowa grafu ze struktur MstVertex wyglada niemalze tak samo, jak budowa grafu za-
wierajacego inne typy danych. Do wstawienia wezta do grafu uzywamy graph_ins_uvertex
i przekazujemy jako dane data strukture MstVertex. Analogicznie, aby wstawic¢ krawedz,
wywolujemy graph_ins_edge, i jako datal i dataZ2 przekazujemy struktury datali data2.
Podczas wstawiania wezla ustawiamy jedynie pole data struktury MstVertex. Przy
wstawianiu krawedzi ustawiamy pole data struktury datal oraz pola data i weight
struktury dataZ2. Wystepujace w dataZ pole weight jest waga krawedzi od wezla opisy-
wanego przez datal do wezla opisywanego przez dataZ. Praktycznie wagi wylicza sie
i zapisuje zwykle jako liczby zmiennoprzecinkowe. Wartosci kluczy wylicza sie na pod-
stawie wag, wiec tez sa to liczby zmiennoprzecinkowe.
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Operacja mst najpierw inicjalizuje wszystkie wezly z listy sasiedztwa. Poczatkowe wartosci
kluczy wszystkich weziéw ustawiamy na DBL MAX, jedynie wezel poczatkowy otrzymuje
wartos¢ 0.0. Przypomnijmy, Ze w typie abstrakcyjnym graféw graf jest lista struktur sasiedz-
twa, struktura odpowiadajaca kazdemu wezlowi zawiera ten wiasnie wezet oraz zbidér
wezléw don przylegajacych (wigcej na ten temat w rozdziale 11.). Dla wezla zapisanego
w strukturze listy sasiedztwa zapisujemy jego kolor, warto$¢ klucza i rodzica. Aby wszystkie
te informacje zgromadzi¢ w jednym miejscu, korzystamy z samego wezla, a nie z weztéw
z jego listy sasiedztwa. Ten sam wezel moze si¢ pojawi¢ na wielu listach sasiedztwa, ale
kazdy wezel wraz ze swoja lista wystepuje dokladnie raz.

Najwazniejszym punktem algorytmu Prima jest pojedyncza petla realizujaca iteracje raz dla
kazdego wezla grafu. Kazdg iteracje zaczynamy od wybrania wezla majacego najmniejsza
warto$¢ klucza posréd biatych wezléw. Zaczerniamy ten wezel, nastepnie przechodzimy
po wezlach z nim sasiadujacych. Podczas ich przegladania sprawdzamy kolor i wartos¢ klu-
cza, poréwnujemy je z kolorem i wartoscia klucza wybranego wezla. Jesli wezel sasiedni jest
bialy, a jego klucz ma warto$¢ mniejsza od klucza wybranego wezla, ustawiamy wartos¢
klucza sasiedniego wezla na wage krawedzi miedzy wezlem wybranym i sasiednim, poza
tym jako rodzica wezla sasiedniego ustalamy wezet biezacy. Aktualizujemy odpowiednie
informacje dla wezla sasiedniego. Caly proces powtarzamy, az wszystkie wezly bedq czarne.

Kiedy koriczy sie petla gtéwna algorytmu Prima, wyliczanie drzewa minimalnego jest skon-
czone. W tej chwili wszystkie czarne struktury MstVertex z list sasiedztwa wstawiamy
na liste powigzang span. Znajdujacy sie na tej liScie wezel majacy rodzica o wartosci
NULL jest korzeniem drzewa. Element parent wszystkich innych wezléw wskazuje
wezel poprzedzajacy go w drzewie. Pole weight poszczegdlnych struktur MstVertex nie
jest wypelniane, gdyz jest ono potrzebne jedynie do zapisywania wag na listach sasiedztwa.
Na rysunku 16.2 pokazano takie struktury MstVertex, jakie zostana zwrécone po wyzna-
czeniu drzewa minimalnego grafu z rysunku 16.1.

a4  data b c d e f
- - Lt B | - - R - L —
camyeoior |9 | |czamy |¢7]  [czamy |7 [czamy| ¢ [camy €| |czamy | ¢
0 key b 4 2 1 4
NULL  parent £ a ] f b

Rysunek 16.2. Lista zwracana przez funkcje mst jako drzewo minimalne grafu z rysunku 16.1

Zlozonosé mst wynosi O(E V?), gdzie V jest liczba wezléw grafu, zas E jest liczba krawedzi.
Wynika to ze sposobu dziatania petli gtéwnej, w ktérej wybieramy wezly i poréwnujemy
wagi i wartosci kluczy. Dla kazdego sposréd V weztéw najpierw przegladamy V' elemen-
tow z list sasiedztwa w celu sprawdzenia, ktéry bialy wezel ma najmniejsza wartos¢ klu-
cza. Ta czegs¢ petli ma zatem zlozonosé O(VA). Nastepnie dla kazdego wezla sasiadujacego
z wybranym wezlem sprawdzamy liste sasiedztwa, aby sprawdzié, czy trzeba zmienié
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wartos¢ klucza i zmienié rodzica. Dla wszystkich V wezléw E razy sprawdzamy liste — raz
dla kazdej krawedzi. Kazde z tych sprawdzert wymaga czasu O(V), jest to czas przeszuki-
wania listy. Wobec tego dla wszystkich wybieranych V weziéw operacja o ztozonosci O(V)
wykonywana jest E razy. W zwiazku z tym ta cze$¢ petli ma ztozonosé O(EV?), a catkowita
zlozonosc¢ petli gléwnej wynosi O(V* + EV?), czyli O(E V?). Petle przed petlg gléwng i za nig
maja ztozonosé O(V), wiec ztozonosé mst wynosi O(EV?). Przypomnijmy jednak, ze niewiel-
kim nakladem pracy mozna poprawié¢ szybkos¢ dzialania algorytmu Prima do O(E 1g V)
(pokazemy to pod koniec rozdziatu).

Najkrdtsze sciezki

Znalezienie najkrotszej sciezki lub sciezki o najmniejszej wadze miedzy wskazanymi weztami
grafu jest istota wielu probleméw zwiazanych ze znajdowaniem drogi. Formalnie, jesli
mamy skierowany graf z wagami G = (V, E), najkrétsza Sciezka z wezla s do wezla t ze
zbioru V jest zbiorem S krawedzi z E takim, ze s laczy t po minimalnym koszcie.

Znajdujac S rozwiazujemy problem najkrotszej Sciezki miedzy pojedynczg parg weztdw. W tym
celu tak naprawde rozwiazujemy ogdlniejszy problem najkrdtszej sciezki z pojedynczego Zro-
dfa, problem pojedynczej pary rozwiagzujac niejako ,przy okazji”. W przypadku problemu
z pojedynczym Zrédlem, wyznaczamy najkroétsze Sciezki z wezla poczatkowego s do wszyst-
kich pozostatych weziéw z niego osiagalnych. Robimy tak dlatego, Ze nie jest znany Zaden
algorytm, ktéry szybciej rozwigzywalby problem z pojedyncza parg weztéw.

Algorytm Dijkstry

Jednym z rozwiazari problemu najkrétszej sciezki z pojedynczego Zrédla jest algorytm
Dijkstry. Algorytm ten pozwala budowac drzewo najkrdtszych sciezek, ktérego korzeniem jest
wezel poczatkowy s, a gateziami sa najkrétsze Sciezki z s do wszystkich weztéw z G. Algo-
rytm ten wymaga, aby wagi krawedzi byly nieujemne. Podobnie jak w przypadku algo-
rytmu Prima, algorytm Dijkstry nalezy do grupy algorytméw zachlannych, ktére akurat daja
optymalne rozwigzanie. Algorytm ten jest algorytmem zachlannym, gdyz nowe krawedzie
dodawane sa do drzewa najkrétszej Sciezki wedtug ich oceny w danej chwili.

Podstawq algorytmu Dijkstry jest wielokrotne wybieranie weztéw i badanie krawedzi
przylegajacych do nich w celu okreslenia, czy najkrétsza Sciezka do poszczegdlnych weztéw
moze zosta¢ poprawiona. Algorytm ten jest nieco podobny do przeszukiwania wszerz, gdyz
najpierw badane sa wszystkie krawedzie przylegajace do wezla, dopiero potem przecho-
dzimy do dalszej czesci grafu. Aby wyznaczy¢ najkrotsza Sciezke miedzy s a wszystkimi
innymi wezlami, w algorytmie Dijkstry wymaga sie, aby w kazdym weZle zapisywane byly
kolor i oszacowanie najkrétszej sciezki. Zwykle oszacowanie najkroétszej éciezki zapisuje sie
w zmiennej d.

Poczatkowo wszystkim weziom przypisujemy kolor biaty, wszystkie oszacowania Sciezki
ustawiamy na o, co oznacza wielkos¢ dowolnie duza, wieksza od wagi dowolnej krawe-
dzi grafu. Oszacowanie najkrotszej sciezki dla wezta poczatkowego ustawiamy na 0.
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W miare dzialania algorytmu, wszystkim weztom poza poczatkowym przypisujemy rodzi-
c6w z drzewa najkroétszych Sciezek. Rodzic wezta moze zmieniad si¢ przed zakoriczeniem
dziatania algorytmu wielokrotnie.

Dalej algorytm Dijkstry dziala nastepujaco: najpierw sposréd wszystkich biatych weztéw
grafu wybieramy wezel u z najmniejszym oszacowaniem najkrétszej Sciezki. Wstepnie
bedzie to wezel poczatkowy, ktérego Sciezka zostala oszacowana na 0. Po wybraniu wezla
zaczerniamy go. Nastepnie, dla kazdego biatego wezla v przylegajacego do u zwalniamy
krawedz (u, v). Kiedy zwalniamy krawedz, sprawdzamy, czy przejscie z u do v poprawi
wyznaczong dotad najkrétsza Sciezke do v. W tym celu dodajemy wage (1, v) do oszaco-
wania najkrotszej sciezki do u. Jesli wartos¢ ta jest mniejsza lub réwna oszacowaniu najkrét-
szej Sciezki do v, przypisujemy te wartosc v jako nowe oszacowanie najkroétszej sciezki i usta-
wiamy v jako rodzica u. Proces ten powtarzamy dotad, az wszystkie wezly beda czarne.
Kiedy wyliczone zostanie juz drzewo najkrétszych Sciezek, najkrétsza Sciezke z wezla s do
danego wezla t mozna wybra¢ poprzez przejscie po tym drzewie od wezla ¢ przez kolejnych
rodzicéw, az do s. Sciezka o odwrotnej kolejnosci do uzyskanej jest sciezka szukana.

Na rysunku 16.3 pokazano wyznaczanie najkrétszej $ciezki z a do wszystkich innych
wezléw grafu. Na przyklad, najkrétsza sciezka z a do b to (g, ¢, f, b), jej waga wynosi 7.
Oszacowania najkrétszych Sciezek i ich rodzicéw pokazano obok poszczegdlnych weztéw.
Oszacowanie najkrotszej Sciezki znajduje sig¢ na lewo od ukosnika, rodzic wezla na prawo.
Krawedzie zaznaczone na szaro sa krawedziami zmieniajacego sie drzewa najkrétszych
Sciezek.

Interfejs najkrotszych Sciezek

shortest

int shortest (Graph *graph, const PathVertex *start, List *paths, int (*match)
(const void *keyl, const void *key?2));

Zwracana wartosé: 0, jesli wyznaczanie najkrétszej Sciezki si¢ powiodlo i -1 w przeciw-
nym razie.

Opis: Wylicza najkrétsza Sciezke miedzy start a wszystkimi pozostalymi wezlami grafu
skierowanego z wagami graph. Operacja modyfikuje graph, wiec w razie potrzeby nalezy
zrobic jego kopie przed jej wywolaniem. Wszystkie wezly grafu musza zawiera¢ dane typu
PathVertex. Wage poszczegdlnym krawedziom przypisuje si¢ przez nadanie wartosci
polu weight struktury PathVertex przekazanej do graph_ins_edge jako dataZ2. Pola data
poszczegdlnych struktur PathVertex uzywa sie do zapisywania danych wezla, na przy-
kiad jego identyfikatora. Funkcja match grafu, przekazywana podczas inicjalizacji do graph_
init, uzywana jest do poréwnywania pdl data. Jest to ta sama funkgja, ktéra powinna by¢
przekazana do shortest jako match. Kiedy najkrétsza Sciezka zostanie wyliczona, zwracana
jest w liscie paths, bedacej listg struktur PathVertex. W paths rodzic wezla poczatko-
wego ustawiany jest na NULL, za$ pole parent wszystkich pozostalych weziéw wskazuje
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o Poczatkowo, zaczynamy od & e Pa wybraniu &
0/- 0/-

Rysunek 16.3. Wyznaczanie za pomocg algorytmu Dijkstry najkrdtszych sciezek

wezel poprzedzajacy dany wezel na Sciezce zaczynajacej sie¢ od wezla poczatkowego. Wezly
z paths wskazuja wezly nalezace do graph, wobec czego pamigé zajmowana przez te
wezly musi by¢ dostepna tak dlugo, jak dlugo korzystamy z paths. Potem do usunigcia
paths uzywa sig operacji list_destroy.

Zlozonogé: O(EV?), gdzie V jest liczbq weztéw grafu, a E liczba jego krawedzi. Mozna uzy-
skad¢ nieznaczng poprawe szybkosci, w postaci wyniku O(E lg V), podobnie jak w przy-
padku omawianego wczesniej algorytmu Prima.
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Aby wyznaczy¢ najkrétsze Sciezki z danego wezta do wszystkich wezléw z niego dostep-
nych w skierowanym grafie z wagami, graf zapisujemy tak samo, jak zrobiliSmy to przy
okreslaniu drzewa minimalnego, jednak zamiast struktury MstVertex uzywamy struktury
PathVertex (listing 16.3). W strukturze tej mozemy zapisac grafy z wagami oraz zapa-
mietywaé informacje o wezlach i grafach wymagane w algorytmie Dijkstry. Struktura ta ma
piec elementéw: data to dane wezla, weight to waga krawedzi przylegajacej do wezla,
color to kolor wezla, djest oszacowaniem najkrétszej Sciezki do wezla, a parent to rodzic
wezla w drzewie najkrétszych Sciezek. Graf zawierajacy struktury PathVertex tworzymy
tak samo, jak wczesniej tworzyliSmy graf zawierajacy struktury MstVertex.

Listing 16.3. Implementacja wyliczania najkrotszych sciezek

/*****************************************************************************

* *
¥ shortest.c ---—-—=---------——-————————————— *
* *

*****************************************************************************/

#include <float.h>
#include <stdlib.h>

#include "graph.h"
#include "graphalg.h"
#include "list.h"
#include "set.h"

/*****************************************************************************

* *
e ittt relax ——————————-——————-——————————————— *
* *

*****************************************************************************/

static void relax(PathVertex *u, PathVertex *v, double weight) {

/*****************************************************************************

* *
*  Zwolnienie krawedzi miedzy wezlami u i v. *
* *

*****************************************************************************/
if (v-=>d > u->d + weight) {

v->d = u->d + weight;
v->parent = u;

return;

}

/*****************************************************************************
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*****************************************************************************/

int shortest (Graph *graph, const PathVertex *start, List *paths, int (*match)
(const void *keyl, const void *key2)) {

AdjList *adjlist;

PathVertex *pth_vertex,
*adj vertex;

ListElmt *element,
*member;
double minimum;
int found,
i

/*****************************************************************************

* *
* Inicjalizacja wszystkich weziéw grafu. *
* *

*****************************************************************************/

found = 0;
for (element = list head(&graph adjlists(graph)); element != NULL; element =
list next(element)) {

pth vertex = ((AdjList *)list data(element))->vertex;

if (match(pth _vertex, start)) {

/***********************************************************************
* *
* Inicjalizacja wezta poczatkowego. *
* *

***********************************************************************/

pth vertex->color = white;
pth_vertex->d = 0;
pth_vertex->parent = NULL;
found = 1;

else {

/***********************************************************************

* *
* Inicjalizacja wszystkich weziéw poza poczatkowym. *
* *

***********************************************************************/

pth vertex->color = white;
pth vertex->d = DBL MAX;
pth vertex->parent = NULL;
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/‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k*************************************************

* *
* Jes$li nie znaleziono wezla poczatkowego, konczymy. *
* *

‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k*****************************/

if (!found)
return -1;

/*****************************************************************************

* *
* Za pomoca algorytmu Dijkstry wyznaczamy najkrétsze sciezki z wezia *
* poczatkowego. *
* *

*******~k*********************************************************************/
i=0;
while (i < graph vcount (graph)) {

/‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k***************************************
* *

*  Wybieramy bialy wezel z najmniejszym oszacowaniem najkrbétszej $Sciezki. *
* *
*********************k*****************************************************/

minimum = DBL_MAX;

for (element = list head(&graph adjlists(graph)); element != NULL; element
= list next (element)) {

pth vertex = ((AdjList *)1list data(element))->vertex;
if (pth vertex->color == white && pth vertex->d < minimum) {

minimum = pth vertex->d;
adjlist = list data(element);

/‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k**********************************************

* *
*  Zaczerniamy wybrany wezel. *
* *

‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k*********************************************/

((PathVertex *)adjlist->vertex)->color = black;

/‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k********************************

* *
* Przechodzimy wszystkie wezly sasiadujace z wezlem wybranym. *
* *

‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k********************************/

for (member = list head(&adjlist->adjacent); member != NULL; member =
list next (member)) {

adj vertex = list data (member);

/‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k‘k**************************************
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* *
* Znajdujemy wezly sasiadujace na listach sasiedztwa. *
* *

***********************************************************************/

for (element = list head(&graph adjlists(graph)); element != NULL;
element = list next(element)) {

pth vertex = ((AdjList *)list data(element))->vertex;

if (match(pth vertex, adj vertex)) {

/*****************************************************************

* *
*  Zwalniamy wezel sasiedni w strukturach list sasiedztwa. *
* *

*****************************************************************/

relax(adjlist->vertex, pth vertex, adj vertex->weight);

/**************************************************************************

* *
* Przygotowujemy sie do wybrania nastepnego wezila. *
* *

KK KKK K K K K K K K K K K K K K Kk K R K R Rk R R R R Rk R R R R R R R R R R Rk R R R R Ak kR kR A Rk kR kA Ak ok /

i++;

/*****************************************************************************

* *
* radujemy wezily oraz dane o ich Sciezkach na liste. *
* *

*****************************************************************************/
list init (paths, NULL);

for (element = list head(&graph adjlists(graph)); element != NULL; element =
list next(element)) {

/**************************************************************************

* *
*  Radujemy wszystkie czarne wezly z listy struktur list sasiedztwa. *
* *

KK KKK K K K K K kK K K K Kk K K K K K Kk R K R Rk R R R R R R R R R R K R R R R R R R R R R A ARk Rk R A Rk kR kA Ak ok /

pth vertex = ((AdjList *)list data(element))->vertex;
if (pth vertex->color == black) {
if (list_ins next(paths, list tail(paths), pth vertex) != 0) {

list destroy(paths);
return -1;
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}

return 0;

}

Operacja shortest najpierw inicjalizuje wszystkie wezly na listach sasiedztwa: oszacowania
najkrétszych Sciezek ustawiane sa na DBL MAX, z wyjatkiem wezla poczatkowego, dla kto-
rego oszacowaniem jest 0.0. Wezly zapisywane w poszczegélnych strukturach list sasiedz-
twa uzywane sa do zapamietywania koloru i oszacowania najkroétszej $ciezki z takich
samych powodéw, jak w przypadku drzew minimalnych.

Centralnym punktem algorytmu Dijkstry jest pojedyncza petla wykonujaca iteracje raz dla
kazdego wezta grafu. Zaczynamy kolejne iteracje od wybrania wezla majacego najmniejsze
oszacowanie najkrétszej Sciezki sposréd wszystkich biatych wezléw. Zaczerniamy ten
wezel. Nastepnie przechodzimy do weziéw sasiadujacych z wybranym wezlem. Kiedy
przechodzimy do kolejnego wezla, sprawdzamy jego kolor i oszacowanie najkrétszej Sciezki;
wywolujemy relax w celu zwolnienia krawedzi faczacej wybrany wezel i wezel sasiedni. Jesli
relax musi zaktualizowac oszacowanie najkrétszej Sciezki i rodzica wezla sasiedniego, robi to
w strukturze listy sasiedztwa. Proces powtarzany jest dotad, az wszystkie wezty beda czarne.

Kiedy petla gléwna algorytmu Dijkstry skoriczy swoje dzialanie, najkrétsze Sciezki z danego
wezla do wszystkich wezléw z niego osiagalnych sg juz wyznaczone. Wstawiamy wszystkie
struktury PathVertex czarnych weztéw z listy struktur sasiedztwa do listy powigzanej
paths. Znajdujacy sie na tej liscie wezel poczatkowy ma rodzica o wartosci NULL. Element
parent wszystkich innych wezléw wskazuje wezel poprzedzajacy go w najkrétszej Sciezce.
Pole weight poszczegdlnych struktur PathVertex nie jest wypelniane, gdyz jest ono
potrzebne jedynie do zapisywania wag na listach sasiedztwa. Na rysunku 16.4 pokazano
takie struktury PathVertex, jakie zostang zwrécone po wyznaczeniu najkrétszych sciezek
dla grafu z rysunku 16.3.

a4  daa b c d e f
e weight = | > = | - L ——]
czarmyeoior |9 | [czamy || [camy [7]  [czamny| ] [czamy|¢| [czamy] ¢
0 4 1 4 9 8 5
NULL  parent f a ] 4 C

Rysunek 16.4. Lista zwracana przez funkcje shortest jako najkrdtsze Sciezki
wyznaczone dla grafu z rysunku 16.3

Ztozonos¢ shortest wynosi O(EV?), gdzie V jest liczbq wezléw grafu, za$ E jest liczba kra-
wedzi. Wynika to ze sposobu dziatania petli gléwnej, w ktérej wybieramy wezly i zwal-
niamy krawedzie. Dla kazdego sposréd V wezléw najpierw przegladamy V elementéw
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z list sasiedztwa w celu sprawdzenia, ktéry bialy wezel ma najmniejsze oszacowanie naj-
krétszej Sciezki. Ta czesé petli ma zatem ztozonosé o(V?). Nastepnie dla kazdego wezla
sasiadujacego z wybranym wezlem sprawdzamy liste sasiedztwa w celu uzyskania infor-
magji potrzebnych do zwolnienia krawedzi miedzy wezlami. Dla wszystkich V weztéw E
razy sprawdzamy liste — raz dla kazdej krawedzi. Kazde z tych sprawdzeri wymaga czasu
O(V), jest to czas przeszukiwania listy. Wobec tego dla wszystkich wybieranych V weziéw
operacja o zlozonosci O(V) wykonywana jest E razy. Dlatego ta czes¢ petli ma zlozonos¢
O(EV?), a catkowita zlozonosé petli gléwnej wynosi O(V* + EV?) czyli O(EV?). Petle przed
petla gléwna i za nig maja ztozonos¢ O(V), wiec ztozonos¢ shortest wynosi O(EV?). Wynik
ten, podobnie jak w przypadku algorytmu Prima, mozna poprawic¢ do O(E Ig V).

Przyktad uzycia najkrdtszych sciezek: tablic tras

Jednym z zastosowan, w ktérych najkrétsze Sciezki odgrywaja istotng role, jest wyznaczanie
tras danych miedzy punktamilnternetu. Wyznaczanie tras polega na podejmowaniu celo-
wych decyzji o sposobie przesytania danych miedzy punktami. W Internecie przesyla sie
male fragmenty danych nazywane pakietami przez polaczone ze sobg punkty nazywane
bramkami. Kiedy poszczegdlne pakiety przechodza przez bramke, ruter sprawdza, gdzie
dany pakiet ma dotrzec i wybiera dla niego nastepna bramke. Celem przyswiecajacym kaz-
demu z ruteréw jest przesytanie pakietu coraz blizej jego punktu docelowego.

Aby pakiety zblizaly sie faktycznie do celu, rutery zawieraja dane o strukturze, czyli topologii
sieci. Dane te maja postac tablicy tras. Tablica taka zawiera jeden zapis dla kazdej bramki,
ktdrej potozenie zna ruter. Wszystkie zapisy wskazujg nastepng bramke, do ktérej maja by¢
kierowane pakiety przeznaczone dla danej bramki.

Aby pakiety byly stale przesylane mozliwie najlepsza droga, rutery okresowo aktualizujg
swoje tablice tras w celu uwzglednienia w nich zmian w Internecie. W jednym z rodzajéw
wyznaczania tras, wyznaczaniu tras pierwszq najkrdtszg sciezkg lub wyznaczaniu tras SPF, kazdy
ruter ma wilasna mape sieci, dzieki czemu moze aktualizowac swoja tablice tras wyliczajac
najkrotsze sciezki miedzy soba a bramkami docelowymi. Mapa jest skierowanym grafem
z wagami, ktérego wezly odpowiadajg bramkom, a krawedzie polaczeniom miedzy bram-
kami. Waga kazdej krawedzi jest wyznaczana na podstawie pomiaréw szybkosci ostatnio
przesytanych pakietéw. Okresowo rutery wymieniaja miedzy soba dane o topologii i szyb-
kosci dziatania za pomoca specjalnie w tym celu opracowanego protokotu.

Na listingu 164. pokazano funkcje route wyliczajacq dane potrzebne do aktualizacji jednej
pozydji tablicy tras przy wyznaczaniu tras SPF. Funkcja pobiera liste informacji o $ciezkach
Zwracang przez parametr paths funkcji shortest. Na podstawie tych informacji decyduje sie,
do ktérej bramki nalezy nastepnie wysla¢ pakiet, aby jak najszybciej dotart do miejsca prze-
Znaczenia.

Listing 16.4. Implementacja funkcji aktualizujgcej zapisy w tablicy tras

/*****************************************************************************
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* *
*****************************************************************************/

#include <stdlib.h>

#include "graphalg.h"
#include "list.h"
#include "route.h"

/*****************************************************************************

*****************************************************************************/

int route(List *paths, PathVertex *destination, PathVertex **next, int
(*match) (const void *keyl, const void *key2)) {

PathVertex *temp,
*parent;

ListElmt *element;

int found;

/*****************************************************************************

* *
* Znalezienie miejsca docelowego na liscie bramek. *
* *

*****************************************************************************/
found = 0;

for (element = list head(paths); element != NULL; element =
list next(element)) {

if (match(list data(element), destination)) {
temp = list data(element);
parent = ((PathVertex *)list data(element))->parent;

found = 1;
break;

/*****************************************************************************

* *
* Jes$li miejsce docelowe jest nieosiagalne, konczymy. *
* *

*****************************************************************************/

if (!found)
return -1;

/*****************************************************************************

* *
* Wyliczenie nastepnej bramki na najkrétszej Sciezce do celu. *
* *

*****************************************************************************/

while (parent != NULL) ({
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temp = list data(element);

found = 0;
for (element = list head(paths); element != NULL; element =
list next(element)) {
if (match(list data(element), parent)) {
parent = ((PathVertex *)list data(element))->parent;
found = 1;
break;

}

[ Kk K K K ok K K K K KKK K Kk ko kK ok ok ok ok K K K K K K K Kk ok ok ok ok ok K kK R R K K K Kk ko ok ok ok ok kR R R R R K Kk ok kK
* *

* Jes$li miejsce docelowe jest niedostepne, konczymy. *

* *
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if (!found)
return -1;

}
*next = temp;
return 0;

}

Aby wypelnié calg tablice w zakresie dotyczacym pewnej bramki, najpierw wywotujemy
shortest z bramka wskazang jako start. Nastepnie, dla kazdego miejsca przeznaczenia,
ktére ma by¢ uwzglednione w tablicy tras, wywolujemy route z miejscem docelowym jako
parametrem destination. Przekazujemy te sama funkcje match, ktérej uzyto w graph_init
przed wygenerowaniem paths. Funkgja route sledzi wskazniki rodzicéw zapisane w paths
od punktu docelowego wstecz, do bramki, i wybiera najlepszy sposéb przestania pakietu
zwracajac go w next. Wezet wskazany w next wskazuje wezel z paths, wigc pamieé
zwigzana z paths musi by¢ dostepna tak dlugo, jak dtugo korzystamy z next.

Na rysunku 16.5a pokazano wyliczanie tablicy tras dla rutera z bramki gu» w sieci z grafu
pokazanego nizej. Na rysunku 16.5b pokazano wyliczanie tablicy tras dla rutera z bramki
gw,. Warto zwrdci¢ uwage, ze uzyskiwane najkrétsze Sciezki sg rézne w zaleznosci od
punktu poczatkowego. Poza tym na rysunku 16.5b nie mozna siegnac do punktu gw;, wiec
w tablicy tras nie ma odpowiedniego zapisu.
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o destination | gw,

g, 0 [ o O o o
next - |gw
]

next [ gus gwa] g | gwi

Rysunek 16.5. Tablice tras wyznaczone dla internetowych bramek (a) gwy i (b) gw,

Ztozonos¢ route to O(n’), gdzie n jest liczba bramek w paths. Wynika to stad, ze przeszu-
kujemy w paths rodzicéw poszczegdlnych weztéw na drodze miedzy lokalizacja doce-
lowa a punktem poczatkowym. W najgorszym wypadku, jesli najkrétsza sSciezka zawiera
w paths wszystkie bramki, w celu odnalezienia wszystkich rodzicéw konieczne moze by¢
przeszukanie catej listy bramek n razy.

Problem komiwojazera

WyobraZzmy sobie komiwojazera, ktéry odwiedza w ramach swojej pracy szereg miast. Jego
celem jest odwiedzenie kazdego miasta dokladnie jednokrotnie i powrét do punktu wyjscia
oraz pokonanie przy tym jak najkrétszej drogi. Tak wlasnie wyglada podstawowe sformu-
lowanie problemu komiwojazera.

W grafach cykl polegajacy na odwiedzeniu kazdego wezta dokiadnie raz i powrocie nastep-
nie do punktu wyjécia nazywany jest cyklern hamiltonowskim. Aby rozwigza¢ problem komi-
wojazera, jako modelu uzywa si¢ grafu G = (V, E) i szuka si¢ w nim jak najkrétszego cyklu
hamiltonowskiego. G jest zupelnym, nieskierowanym grafem z wagami, V jest zbiorem
wezléw reprezentujacych punkty, ktére maja zosta¢ odwiedzone, E to zbiér krawedzi repre-
zentujacych polaczenia weztéw. Wagg kazdej krawedzi z E jest odlegltos¢ miedzy weztami
wyznaczajacymi te krawedz. Graf G jest nieskierowany i zupelny, wiec E zawiera V(V - 1)
/ 2 krawedzi.

Jednym ze sposobéw rozwigzania problemu komiwojazera jest zbadanie wszystkich mozli-
wych permutacji weziéw z G. Kazda permutacja odpowiada jednej drodze, wiec wystarczy
po prostu wybra¢ permutacje dajaca najkrétsza droge. Niestety, podejscie takie jest prak-
tycznie nieprzydatne, gdyz jego zlozonos¢ nie jest ograniczona wielomianem. Ztozonos¢ jest
ograniczona wielomianem, jesli nie przekracza O(1n"), gdzie k jest pewnga stalg. Dla zbioru
zawierajacego V wezléw istnieje V! mozliwych permutagji, wiec ich zbadanie bedzie wyma-
galo czasu O(V!), gdzie V! to silnia liczby V, czyli iloczyn wszystkich liczb od 1 do V wiacznie.
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W zasadzie unika si¢ stosowania algorytméw o ztozonosci nieograniczonej wielomianami,
gdyz nawet dla matych ilo$ci danych wejsciowych problemy szybko stajg sie zbyt zloZone,
aby je obliczy¢. Problem komiwojazera jest szczegdlnego rodzaju problemem nieograniczo-
nym wielomianem, jest problemem NP-zupetnym. Problemy NP-zupelne sg to takie pro-
blemy, dla ktérych nie sg znane algorytmy ograniczone wielomianem, ale dla ktérych nie
istniejg tez dowody na istnienie takich algorytméw. Niemniej, prawdopodobieristwo znale-
zienia odpowiedniego algorytmu jest niestychanie mate. Majac to wszystko na uwadze, pro-
blem komiwojazera rozwigzujemy korzystajac z algorytmu przyblizajacego (wiecej na ten
temat w rozdziale 1.).

Zastosowanie heurystyki najblizszego sgsiada

Jednym ze sposobéw wyliczenia przyblizonej drogi komiwojazera jest zastosowanie heury-
styki najblizszego sgsiada. Zaczynamy od drogi zawierajacej tylko jeden wezel, poczatkowy,
ktéry zaczerniamy. Wszystkie pozostate wezly sa biate dotad, az zostang dodane do trasy
— wtedy tez je zaczernimy. Nastepnie dla kazdego wezta v, ktdry jeszcze nie nalezy do
trasy, wyliczamy wagi krawedzi miedzy ostatnio dodanym do trasy wezlem u a weztem v.
Przypomnijmy, ze w opisywanym problemie waga krawedzi jest odleglos¢ miedzy weztami
u i v. Odleglosci miedzy wezlami wyliczamy przez wyznaczenie odlegtosci miedzy odpo-
wiadajacymi im punktami. Odleglos¢ » miedzy punktami (x4, 11) i (x2, y2) wyznacza sie za
pomoca wzoru:

r:\/(xz _x1)2 +(, _y1)2

Korzystajac z powyzszego wzoru wybieramy wezel najblizszy u, zaznaczamy go na czarno
i dodajemy do trasy. Proces ten powtarzamy dotad, az wszystkie wezly beda czarne. Kiedy
wszystkie wezly sq juz czarne, do trasy dodajemy ponownie punkt poczatkowy, aby
zamknad cyKkl.

Na rysunku 16.6 pokazano rozwiazanie problemu komiwojazera za pomocg heurystyki
najblizszego sasiada. Zwykle, kiedy rysujemy graf obrazujacy problem komiwojazera, nie
pokazujemy krawedzi lqczacych poszczegélne wezly, za to samym weztom dodaje sie
ich wspdlrzedne. Linie przerywane na kazdym etapie pokazuja krawedzie, ktérych dlugosci
sa poréwnywane. Najgrubsza linia jest dodawana do trasy. Uzyskana trasa w naszym wy-
padku ma dlugosc 15,95 jednostki, zas trasa optymalna 14,71, czyli jest o okoto 8% krétsza.

Heurystyka najblizszego sasiada ma pewne interesujace wiasciwosci. Tak jak w przypadku
innych algorytméw z tego rozdziatu, jest on podobny do przeszukiwania wszerz, gdyz
badane sgq wszystkie wezly sasiadujace z weztem ostatnio dodanym do trasy. Opisywane
rozwigzanie jest algorytmem zachlannym, za kazdym razem do trasy dodawany jest wezel,
ktéry w danej chwili najbardziej nam odpowiada. Niestety, wybdr najblizszego sasiada
moze negatywnie wplynac na dobdr dalszej czesci trasy. Niemniej, opisywany algorytm
zawsze zwraca trase, ktérej dlugos¢ nie przekracza dwukrotnej dlugosci trasy optymalnej,
poza tym zwykle uzyskiwany wynik jest lepszy. Istniejg tez inne techniki pozwalajace
poprawic uzyskiwany wynik. Jedna z nich jest stosowanie heurystyki wymiany (zobacz
tematy pokrewne na koricu tego rozdziatu).
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Rysunek 16.6. Rozwigzywanie problemu komiwojazera za pomocg heurystyki najblizszego sgsiada

Interfejs problemu komiwojazera

tsp

int tsp(List *vertices, const TspVertex *start, List *tour, int (*match)

(const void *keyl, const void *key2))
Zwracana wartos¢: 0, jesli wyliczanie trasy komiwojazera si¢ powiodlo i -1 w przeciw-
nym razie.

Opis: Funkcja wylicza przyblizong trase komiwojazera przez punkty opisane jako wezly
w parametrze vertices. Trasa zaczyna si¢ od wezla wskazanego jako start. Operacja
modyfikuje wezly vertices, wigc w razie potrzeby, przed wywolaniem operacji, trzeba
zrobi¢ kopie. Kazdy element z vertices musi by¢ typu TspVertex. W polu data struk-
tury TspVertex zapisuje si¢ dane zwigzane z wezlem, na przyklad identyfikator. Elementy
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x 1 y struktury okreslaja wspétrzedne wezla. Funkcja przekazana jako match decyduje, czy
dwa wezly pasuja do siebie. Nalezy poréwnywac jedynie pola data struktur TspVertex.
Trasa jest zwracana jako tour — liste struktur TspVertex. Wszystkie wezly w tour
wystepuja w takiej kolejnosci, w jakiej zostaly odnalezione. Elementy z tour wskazuja
wezly z vertices, wiec trzeba zapewnid, ze pamieé odpowiadajaca vertices bedzie
dostepna tak dtugo, jak dtugo bedziemy korzystac z trasy tour; potem liste t¢ usuwa si¢ za
pomoca operadiji list_destroy.

Zlozonosé: O(V?), gdzie V jest liczba weztéw odwiedzanych w trasie.

Implementacja problemu komiwojazera i analiza kodu

Aby rozwiazaé problem komiwojazera, zaczynamy od zapisania grafu majacego postac listy
weztéw. Krawedzie laczace poszczegdlne wezly nie sq zapamietywane jawnie. Wszystkie
wezly z listy majg postac struktur TspVertex (listing 16.5). Struktura ta ma cztery pola:
data na dane wezla, x i y to wspéhrzedne punktu odpowiadajacego weztowi, zas color to
kolor wezta.

Listing 16.5. Implementacja problemu komiwojazera

KK K K K K K K K K KKK Kk ko ok ok ok ok ok K K K K K K K Kk ko ok ok ok ok ok K kK K K K Kk ke ke ko ok ok ok ok ok kK K K K Kk kK ko ok ok ok ok

* *
¥ tsp.c ——m————————————— *
* *

*****************************************************************************/

#include <float.h>
#include <math.h>
#include <stdlib.h>

#include "graph.h"
#include "graphalg.h"
#include "list.h"

/*****************************************************************************

* *
¥ mmmm o tsp - *
* *

*****************************************************************************/

int tsp(List *vertices, const TspVertex *start, List *tour, int (*match)

(const void *keyl, const void *key2)) {
TspVertex *tsp_vertex,
*tsp_ start,
*selection;
ListElmt *element;
double minimum,
distance,
X!
N

int found,
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i;

/*****************************************************************************

* *
* Inicjalizacja listy na trase. *
* *

*****************************************************************************/

list init (tour, NULL);

/*****************************************************************************

* *
* Inicjalizacja wszystkich weziéw grafu. *
* *

*****************************************************************************/

found = 0;
for (element = list head(vertices); element != NULL; element =
list next(element)) {

tsp vertex = list data(element);

if (match(tsp_vertex, start)) {

/***********************************************************************

* *
* Poczatek trasy w weZle poczatkowym. *
* *

***********************************************************************/

if (list_ins next(tour, list tail(tour), tsp vertex) != 0) {

list destroy(tour);
return -1;

}

/***********************************************************************
* *
*  Zapis wezla poczatkowego i jego wspdirzednych. *
* *

***********************************************************************/

tsp_start = tsp vertex;
X = tsp_vertex->x;
y = tsp vertex->y;

/***********************************************************************

* *
* Zaczerniamy wezel poczatkowy. *
* *

***********************************************************************/

tsp vertex->color = black;

found = 1;
}
else {

/***********************************************************************
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* *
* Kolorujemy wszystkie inne wezly na bialo. *
* *

***********************************************************************/

tsp vertex->color = white;

/*****************************************************************************
* *
* Jes$li nie znaleziono wezla poczatkowego, konczymy. *
* *
*****************************************************************************/

if (!found) {

list destroy(tour);
return -1;

/*****************************************************************************
* *
* Za pomoca heurystyki najblizZszego sasiada wyliczamy trase. *
* *
*****************************************************************************/

i=0;
while (i < list size(vertices) - 1) {

/**************************************************************************
* *

*  Wybieramy bialy wezel najblizszy wezlowi dodanemu poprzednio. *

* *

**************************************************************************/

minimum = DBL_ MAX;

for (element = list head(vertices); element != NULL; element =
list next(element)) {

tsp_vertex = list data(element);

if (tsp vertex->color == white) {
distance = sqrt(pow(tsp vertex->x-x,2.0) + pow(tsp vertex->y-y,2.0));
if (distance < minimum) {

minimum = distance;
selection = tsp vertex;
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}

/**************************************************************************

* *
*  Zapamietujemy wspdirzedne wybranego wezla. *
* *

**************************************************************************/

x = selection->x;
y = selection->y;

/**************************************************************************

* *
*  Zaczerniamy wybrany wezel. *
* *

KK KKK K K K K K kK K K K Kk K R K K Kk K R K R Rk R R R R Rk R R R R R R R R R R R R R R R Ak kR R R A Rk kR ok kA Kk /

selection->color = black;

/**************************************************************************

* *
* Do trasy wstawiamy wybrany wezekl. *
* *

**************************************************************************/

if (list ins next(tour, list tail(tour), selection) != 0) {

list destroy(tour);
return -1;

}

/**************************************************************************

* *
*  Przygotowujemy sie do wybrania nastepnego wezila. *
* *

KK KKK K K K K K K K K K K K K K R Kk K R R R Rk K R R R Rk R R R R R R R R R R R R Rk R R Rk kR ok R A Rk kR ok kA kK /

i++;

/*****************************************************************************

*

*

*

*

Na koniec do trasy dotaczamy ponownie wezel poczatkowy. *
*

*****************************************************************************/

if

(list ins next(tour, list tail(tour), tsp start) != 0) {

list destroy(tour);
return -1;

return 0;

Operacja tsp najpierw koloruje na bialo wszystkie wezly poza wezlem poczatkowym, ktéry
od razu jest czarny i od razu dodawany jest do trasy. Wspéhrzedne wezla poczatkowego sa
zapamietywane, aby mozna bylo wylicza¢ odleglosci migedzy tym i nastepnym wezlem dola-
czanym do trasy w pierwszej iteracji w gtéwnej petli. W petli tej dodajemy do trasy pozostale
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wezly. W kazdej iteracji wyszukujemy wezel najblizszy w stosunku do wezta dodanego
ostatnio, zapisujemy jego wspoirzedne na potrzeby nastepnej iteracji i zaczerniamy wezet.
Kiedy koriczy sie dzialanie petli, dodajemy do trasy ponownie wezel poczatkowy.

Ztozonos¢ tsp wynosi O(V?), gdzie V jest liczba weztéw w trasie. Wynika to stad, ze dla
kazdej z V — 1 iteracji petli gléwnej przeszukujemy wszystkie wezly i wyliczamy odleglosci
do nich, aby znalez¢ najblizszy. Warto zauwazy¢, ze O(V?) to ogromny zysk w stosunku do
wyliczania trasy optymalnej w czasie rzedu O(V!).

Pytania i odpowiedzi

P: W implementacjach wyznaczania drzew minimalnych i najkrotszych sciezek, grafy z wagami
zapisywalismy podajgc wagi krawedzi w samym grafie. Jak mozna bytoby to zrobi¢ inaczej?

O: W przypadku graféw, ktérych krawedzie majg niezbyt czesto zmieniajace si¢ wagi, jest
to dobre rozwiazanie. Jednak ogdlniej o wagach krawedzi mozna mysleé jako o funkcji
W(u, v), gdzie u i v sa weztami opisujacymi krawedz, dla ktérej wyznaczamy wage. Aby
okresli¢ wagge tej krawedzi, po prostu wywolujemy funkgje. Zaleta takiego rozwigzania
jest mozliwos¢ dynamicznego wyliczania wag, ktére mogga sie czesto zmieniac. Z drugiej
strony, wada jest to, ze jesli funkcja okreslajaca wagi jest skomplikowana, jej wielokrotne
wyliczanie spowolni dzialanie programu.

P: Kiedy rozwigzywalismy problem komiwojazera, stwierdziliSmy, ze znajdowanie trasy optymalnej
zawierajgcej wigcej niz kilka punktdw jest niewykonalne, dlatego uzylismy algorytmu przybliza-
jgcego. Jak inaczej mozna bytoby przyblizyc trasg komiwojazera? Jaka bytaby ztoZonos¢ tego
rozwigzania? Jak bliskie w stosunku do trasy optymalnej bytyby znajdowane trasy?

O: Innym rozwigzaniem problemu komiwojazera byloby uzycie algorytmu przyblizaja-
cego wyznaczajacego drzewo minimalne, nastepnie przejicie tego drzewa ,po korzeniu”
(zobacz: rozdziat 9.). Czas wykonania takiego algorytmu wyniéstby O(EV?), jesli skorzy-
stalibySmy z operacji mst. Tak jak w przypadku dobierania najblizszego sasiada, trasa nie
przekraczataby wiecej niz dwukrotnie dlugosci trasy optymalnej. Aby to sprawdzic,
przyjmijmy, ze Tysr jest dlugoscia drzewa minimalnego, Tapp to dlugos¢ wyznaczonej
w sposob przyblizony trasy, a Topr to dlugosc trasy optymalnej. Minimalne drzewo
itrasa optymalna zawieraja wszystkie wezly drzewa i zadne drzewo z wszystkimi
wezlami nie jest krétsze od drzewa minimalnego, Tysr < Topr. Poza tym Tapp < 2Tst,
gdyz jedynie w najgorszym rasie trasa przyblizona musi przejs¢ po kazdej krawedzi
drzewa minimalnego dwukrotnie. Wobec tego Tapp < 2Topr. Ostatecznie zatem:

TMST < TOPT’ TAPP < 271MST = TAPP < 2TOPT

P: Jesli wyliczajgc drzewo minimalne za pomocq algorytmu Prima zaczniemy od innego wezta, to
czy mozemy dla tego samego grafu uzyskac inne drzewo?

O: Kiedy algorytm Prima wykonywany jest na duzych grafach, niejednokrotnie zdarza sie,
ze podczas wybierania wezla o najmniejszej wartosci klucza okazuje sie, ze kilka wezléw
ma takie same wartosci. W takim wypadku wybieramy dowolny z nich. W zaleznosci od
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tego, ktéry wezel wybierzemy, analizujemy inny zbiér krawedzi wychodzacych z wezta.
Wobec tego w drzewie minimalnym mozemy otrzymac inne krawedzie. Jednak, cho¢
do uzyskanego drzewa naleze¢ moga rézne krawedzie, catkowita waga drzewa sie nie
zmienia i jest stala dla danego grafu.

P: Przypomnijmy, Ze rozwigzujgc problem komiwojazera korzystalismy z grafu, ktory badalismy
szukajgc w nim minimalnego cyklu hamiltonowskiego. Czy wszystkie grafy zawierajg cykle
hamiltonowskie?

O: Nie — najprostszym przykladem moze by¢ dowolny graf niespdjny lub skierowany graf
acykliczny. Problem ten jednak nigdy nie wystepuje w grafach zupelnych, ktére zawie-
raja wiele takich cykli. Sprawdzenie czy graf zawiera cykl hamiltonowski to catkiem inny
problem, ktéry — podobnie jak problem komiwojazera — jest NP-zupelny. Wiele graféw
nalezy do tej klasy.

P: Przedstawiona w tym rozdziale implementacja algorytmu Prima wykonuje si¢ w czasie O(EV?),
ale istnieje lepsza implementacja wykonujgca sie w czasie O(E 1g V). Jak mozna poprawic przed-
stawiong implementacjg?

O: Przedstawiona w tym rozdziale implementacja algorytmu Prima wykonuje si¢ w czasie
O(EV?), gdyz dla kazdego wezla grafu przeszukujemy liste weztéw w celu sprawdzenia,
ktéry z nich jest biaty i ma najmniejsza wartos¢ klucza. Te czgéé algorytmu mozemy zna-
czaco poprawic korzystajac z kolejki priorytetowej (rozdziat 10.). Przypomnijmy, ze
wybieranie najmniejszej wartosci z kolejki priorytetowej jest operacja, ktdrej ztoZonosé
wynosi O(1), za$ utrzymywanie kolejki priorytetowej jest operacjg o ztozonosci O(Ilg n),
gdzie 7 jest liczbg elementéw. W wyniku tego catkowita ztozonos¢ tak zmodyfikowanego
algorytmu Prima wyniesie O(E lg V). Jednak kolejka priorytetowa musi umozliwiac
zwiekszanie wartosci juz sie w niej znajdujacych i szybkie odszukiwanie konkretnej
wartosci w celu jej zmodyfikowania. Jako ze kolejki opisane w rozdziale 10. takich moz-
liwosci nie maja, w tym rozdziale implementacja algorytmu Prima zostala zrealizowana
bez tych poprawek.

P: Zwykle gdy wyliczamy drzewo minimalne, robimy to dla grafu spdjnego. Co si¢ stanie, jesli
bedziemy chcieli zrobic to dla grafu niespdjnego?

O: Przypomnijmy, ze graf jest spdjny, jesli wszystkie jego wezly sa dostepne ze wszystkich
innych wezléw. Jesli bedziemy starali si¢ wyznaczy¢ drzewo minimalne grafu niespdj-
nego, uzyskamy po prostu drzewo minimalne skladowej spéjnej zawierajacej wezet
poczatkowy.

Tematy pokrewne

Algorytm Bellmana-Forda
Inne rozwigzanie problemu znajdowania najkrétszych Sciezek z pojedynczego Zrédia.
W przeciwieristwie do algorytmu Dijkstry, algorytm Bellmana-Forda obstuguje takze
grafy z ujemnymi wagami. Jego zlozono$¢é wynosi O(VE), gdzie V jest liczba weztow
grafu, a E liczba jego krawedzi.
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Algorytm Kruskala

Inne rozwigzanie problemu wyznaczania drzew minimalnych. Algorytm dziala tak,
Ze najpierw umieszczamy kazdy wezel w osobnym zbiorze. Nastepnie wybieramy
krawedzie w kolejnosci rosnacych wag. Wybierajac kazda krawedZ, okreslamy, czy jej
wezly naleza do réznych zbioréw. Jedli tak, wstawiamy krawedZz do drzewa minimal-
nego i sumujemy zbiory zawierajace oba wezty. W przeciwnym razie po prostu prze-
chodzimy do nastepnej krawedzi. Proces kontynuujemy dotad, az zbadane zostana
wszystkie krawedzie. Zlozonos¢ algorytmu Kruskala wynosi O(E g E), jesli do zapisu
krawedzi uzywamy kolejki priorytetowej; E jest liczba krawedzi grafu.

Problem najkrotszych sciezek wszystkich par
Inny rodzaj problemu najkrétszej Sciezki, w ktérym znajdujemy najkrétsze Sciezki mie-
dzy wszystkimi parami wezléw grafu. Jednym ze sposobéw rozwiagzania tego problemu
jest rozwigzanie problemu najkrétszych Sciezek z pojedynczego Zrédia dla wszystkich
wezléw grafu. Jednak mozna uzyskac szybsze rozwigzanie bezposrednie.

Heurystyka wymian
Heurystyka pozwalajaca poprawic trasy przyblizone trasy komiwojazera, na przy-
kiad trasy uzyskane metoda najblizszego sasiada. Polega ona na wielokrotnych pré-
bach wymiany krawedzi nalezacych juz do trasy na inne, ktére dajq lepszy wynik. Przy
kazdej zamianie krawedzi dlugos¢ trasy jest ponownie przeliczana w celu sprawdzenia
czy uzyskano poprawe.



