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[teracja, indukcja 1 rekurencja

Zrédlem potegi komputeréw jest ich zdolnoéé do wielokrotnego wykonywania tego samego zadania
lub jego réznych wersji. W informatyce z pojeciem iteracji (ang. iteration) mozna si¢ spotkaé przy
wielu okazjach. Wiele zagadnien zwiazanych z modelami danych, np. listami, opiera si¢ na powto-
rzeniach typu , lista jest albo pusta, albo sktada si¢ z jednego elementu poprzedzajacego inny, i kolej-
ny, itd.”. Programy i algorytmy wykorzystujg iteracje do wielokrotnego wykonywania okreslonych
zadan bez koniecznos$ci definiowania ogromnej liczby pojedynczych krokdw, np. w przypadku zadania
,wykonaj kolejny krok 1000 razy”. Jezyki programowania wykorzystuja do implementowania algo-
rytméw iteracyjnych petle, np. while czy for w jezyku C.

Zagadnieniem blisko zwiazanym z powtorzeniem jest rekurencja (ang. recursion) — technika,
w ktdrej definiuje si¢ pewne pojecie bezposrednio lub posrednio na podstawie tego samego pojecia.
Przyktadowo, mozna by zdefiniowa¢ liste stwierdzeniem: , lista albo jest pusta, albo jest elementem
poprzedzajacym list¢”. Rekurencja jest obstugiwana przez wiele jezykow programowania. W jezyku C,
funkcja F moze wywotywac sama siebie albo bezposrednio z poziomu funkcji F, albo posrednio,
wywotujac inna funkcje, ktéra wywoluje jeszcze inng funkcje itd., az do pewnej funkcji w tym
ciagu, ktora wywota funkcje F. Innym waznym zagadnieniem jest indukcja (ang. induction), ktdra $cisle
wiaze si¢ z rekurencja i jest wykorzystywana do dowodzenia wielu twierdzen matematycznych.

Iteracja, indukcja i rekurencja to podstawowe zagadnienia wystepujace w wielu formach modeléw
danych, struktur danych czy algorytméw. Ponizsza lista zawiera pewne przyklady wykorzystania
tych pojeé, kazdy z nich bedzie szczegdétowo omoéwiony w tej ksigzce.

(1) Techniki iteracyjne. Najprostszym sposobem wielokrotnego wykonania sekwencji operacji jest
wykorzystanie konstrukeji iteracyjnej, jaka jest np. instrukcja for w jezyku C.

(2) Programowanie rekurencyjne. C, podobnie jak wiele innych jezykow programowania, umoz-
liwia tworzenie funkcji rekurencyjnych, ktore bezposrednio lub posrednio wywotuja same siebie.
W przypadku poczatkujacych programistow programowanie iteracyjne jest czesto bezpiecz-
niejsze od programowania rekurencyjnego; jednym z wazniejszych celow niniejszej ksiazki
jest jednak przyzwyczajenie Czytelnika do stosowania rekurencji we wtasciwych momentach.
Rekurencyjne programy moga by¢ tatwiejsze do napisania, analizy i zrozumienia.

(3) Dowodzenie indukcyjne. Wazna technika dowodzenia prawdziwosci twierdzen jest ,,dowo-
dzenie indukcyjne”. Zostalo ono omdéwione szczegdétowo w podrozdziale 2.3. Ponizej przed-
stawiono najprostsza form¢ dowodzenia indukcyjnego. Rozpoczynamy od twierdzenia S(n)
zaleznego od zmiennej n; chcemy udowodnic, ze S(n) jest prawdziwe. Dowod rozpoczynamy od
wykazania podstawy, czyli twierdzenia S(7) dla konkretnego n. Przyktadowo, mozemy zatozy¢,
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Notacja: symbole sumy 1 iloczynu

Powigkszona grecka wielka litera sigma jest czgsto wykorzystywana do oznaczenia sumy,
np. Z;i . To konkretne wyrazenie reprezentuje sume liczb catkowitych od 1 do », co oznacza,
ze zastgpuje zapis sumy: 1+2+3+...+n. W ogdlnosci, mozna sumowac dowolne funkcje fi)
wzgledem indeksu sumy i (oczywiscie indeksem moze by¢ symbol inny niz i). Wyrazenie

Przyktadowo, wyrazenie Zj’:z i jest rownowazne z suma 4+9+16+...+m*. W tym przypadku
funkcja fjest podnoszenie do kwadratu oraz wprowadzono indeks j zamiast i.

zatem — zgodnie z konwencja — jej warto$¢ wynosi 0. Jesli b = a, istnieje doktadnie jeden
sktadnik sumy, dla ktorego i = a. Wartoscig sumy Ziza f() jest wige fla).

szonej wielkiej litery pi. Wyrazenie Hh: f(@) jest rownowazne z iloczynem fla)*fla+1)x
fla+2)x...xf(b); jesli b < a, iloczyn wynosi 1.

z; f (i) zastepuje:
AaytflatHflat2)+...Ab)

W szczegdlnych przypadkach, gdy b < a, nie ma zadnych skladnikow sumy Zf:a JAOR

Analogiczna notacj¢ wykorzystuje si¢ do reprezentowania iloczyndéw za pomoca powiek-

“4)

)

ze n = 0 1 udowodni¢ prawdziwos¢ twierdzenia S(0). Po drugie, musimy udowodni¢ krok indukcji,
w ktérym wykazujemy, ze twierdzenie S dla jednej wartosci jego argumentu wynika z tego same-
go twierdzenia S dla poprzedniej wartosci jego argumentu; S(») implikuje wiec S(n+1) dla
wszystkich n > 0. Przyktadowo, S(n) moze by¢ prostym wzorem na sume:

n

Zi:n(n+l)/2, 2.1

i=l1

ktéry okresla, ze suma liczb catkowitych od 1 do » jest rowna n(n+1)/2. Podstawe mozna
okresli¢ jako S(1), co oznacza, ze w rdwnaniu (2.1) zostaje podstawione 1 w miejsce n. Otrzy-
mana réwnos$¢ ma posta¢ 1 = 1x2/2. Krok indukcji polega na wykazaniu, ze Z;i =n(n+1)/2
implikuje z::li =(n+1)(n+2)/2 pierwsze réwnanie to S(n), czyli rownanie (2.1); drugie to
S(n+1), czyli rownanie (2.1) z wyrazeniem n+1 podstawionym w miejsce wszystkich wystapien 7.
W podrozdziale 2.3 zostanie zaprezentowany sposob konstruowania podobnych dowodow.
Dowodzenie poprawnosci programéw. W informatyce czgsto istnieje koniecznos¢ formalnego
lub nieformalnego dowiedzenia, ze twierdzenie S(r) w danym programie jest prawdziwe. Takie
twierdzenie moze np. opisywac, co jest prawda w n-tej iteracji pewnej petli lub co jest prawda
w n-tym wywotaniu rekurencyjnym pewnej funkcji. Tego typu dowody przeprowadza si¢ za-
zwyczaj z wykorzystaniem indukcji.

Definicje indukcyjne. Najlepsza forma definiowania wielu waznych zagadnien w informatyce,
szczegolnie tych zwigzanych z modelami danych, jest indukcja, w ktorej podstawowa regula defi-
niuje najprostszy przyktad lub przyktady zagadnienia, zas regute Iub reguly indukcyjne buduje sig¢
w celu przedstawienia wigkszych przypadkow danego zagadnienia na bazie zdefiniowanych
wczesniej mniejszych. Przykladowo, powyzej wspomniano o tym, Ze list¢ mozna zdefiniowaé
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za pomocg podstawowej zasady (lista pusta jest lista) w potaczeniu z reguta indukcji (element
wraz z nastgpujaca po nim listg takze tworza liste).

(6) Analiza czasu dzialania. Waznym kryterium oceny jakosci algorytmu jest czas potrzebny do
wykonania zadania dla danych o réznych rozmiarach. Jesli algorytm opiera si¢ na rekurencji,
wykorzystuje si¢ wzor zwany rownaniem rekurencji (ang. recurrence equation), ktory jest
indukcyjna definicja pozwalajaca przewidzie¢ czas potrzebny danemu algorytmowi na prze-
tworzenie danych wejsciowych réznych rozmiarow.

Kazde z powyzszych zagadnien (poza ostatnim) oméwiono w biezacym rozdziale; czas dziatania
programow jest tematem rozdziatu 3.

2.1. Zagadnienia poruszane w rozdziale 2.
W niniejszym rozdziale omdéwione zostang nastgpujace podstawowe zagadnienia:

programowanie iteracyjne (podrozdziat 2.2);

dowody indukcyjne (podrozdziaty 2.3 1 2.4);

definicje indukcyjne (podrozdziat 2.6);

programowanie rekurencyjne (podrozdziaty 2.7 1 2.8);
dowodzenie poprawnosci programow (podrozdzialy 2.512.9).

Dodatkowo, postugujac si¢ przyktadami wykorzystania tych pojec, szczegdlna uwaga zostanie poswie-
cona wielu waznym i interesujacym zagadnieniom zwiazanym z informatyka. Beda do nich nalezec:

e algorytmy sortujace, w tym sortowanie przez wybieranie (podrozdzial 2.2) oraz sortowanie
przez scalanie (podrozdziat 2.8);

o kontrola parzystosci oraz detekcja btedow w danych (podrozdziat 2.3);

e wyrazenia arytmetyczne i ich przeksztalcanie za pomoca praw algebraicznych (podrozdziaty
2.412.6),

e zbilansowane nawiasy zwykle (podrozdziat 2.6).

2.2. Iteracje

Kazdy poczatkujacy programista uczy si¢, jak wykorzystywacé iteracje, wprowadzajac pewne kon-
strukcje petlowe, takie jak instrukcje for lub while w jezyku programowania C. W niniejszym pod-
rozdziale zostanie zaprezentowany przyktad algorytmu iteracyjnego zwanego ,,sortowaniem przez
wybieranie”. W podrozdziale 2.5 zostanie udowodnione metoda indukcji, Ze algorytm ten rzeczy-
wiscie wykonuje sortowanie, a czas jego dzialania zostanie przeanalizowany w podrozdziale 3.6. Z ko-
lei w podrozdziale 2.8 zostanie zademonstrowany sposob, w jaki rekurencja moze poméoc w opra-
cowaniu efektywnego algorytmu sortujacego zgodnie z technika zwang ,,dziel i zwycig¢zaj”.
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Powszechnie stosowane techniki:
samodefiniowanie 1 para podstawowy-indukcyjny

Podczas studiowania biezacego rozdziatu Czytelnik powinien zwroci¢ uwage na dwa zagad-
nienia pojawiajace si¢ czesto w odniesieniu do réoznych tematéw. Pierwsze to samodefinio-
wanie, ktore polega na definiowaniu lub budowaniu pewnego pojecia odwotujac si¢ do niego
samego. Przyktadowo, wczesniej wspomniano o liscie, ktdrg mozna zdefiniowa¢ jako liste
pusta lub jako element wraz z nastgpujaca po nim lista.

Drugim takim zagadnieniem jest para podstawowy-indukcyjny. Funkcje rekurencyjne
zawieraja czgsto rodzaj testow dla ,,podstawowego” przypadku, w ktérym nie ma wywolania
rekurencyjnego, oraz przypadku ,,indukcyjnego”, ktory wymaga jednego lub wigkszej liczby
wywotan rekurencyjnych. Dobrze znane dowodzenie indukcyjne wymaga kroku podstawo-
wego i indukcyjnego, podobnie jest w przypadku definicji indukcyjnych. Ta para podstawo-
wy-indukcyjny jest tak wazna, Ze te stowa beda specjalnie podkreslane w tekscie, w momen-
cie kazdego wystapienia przypadku podstawowego lub kroku indukcyjnego.

Cykliczno$¢ zwiazana z poprawnym zastosowaniem samodefinicji nie jest zadnym pa-
radoksem, poniewaz samodefiniujace si¢ podczesci s zawsze ,,mniejsze” od definiowanego
w ten sposob obiektu. Co wigcej, po skonczonej liczbie krokow przechodzenia do mniej-
szych czesci, dociera si¢ do przypadku podstawowego, w ktérym konczy si¢ proces samode-
finiowania. Przyktadowo, lista L jest zbudowana z elementu i listy krotszej o jeden element
od L. Kiedy dochodzi si¢ do listy posiadajacej zero elementow, otrzymuje si¢ przypadek
podstawowy definicji listy: ,,lista pusta jest lista”.

Jako inny przyktad mozna rozwazy¢ funkcje rekurencyjna, ktora dziata poprawnie, jesli
argumenty jej wywolania sa (w pewnym sensie) ,,mniejsze” od argumentow wywotujacej ja
innej kopii tej samej funkcji. Co wigcej, po pewnej liczbie rekurencyjnych wywotan, nalezy
doj$¢ do argumentdw tak ,,matych”, ze funkcja nie bedzie juz wykonywata zadnych rekuren-
cyjnych wywotan.

Sortowanie

Aby posortowacé liste n elementdéw, nalezy tak permutowac jej elementy, by zostaly ostatecznie
utozone w porzadku niemalejacym.

Przyklad 2.1. Przypusémy, ze mamy liste liczb catkowitych (3, 1,4, 1, 5,9, 2, 6, 5). Sortujemy
te liste, permutujac ja do postaci sekwencji (1, 1, 2, 3,4, 5, 5, 6, 9). Nalezy zauwazy¢, ze sortowa-
nie nie tylko porzadkuje warto$ci tak, ze kazda jest mniejsza lub roéwna kolejnej liczbie z listy, ale
takze zachowuje liczbg wystapien kazdej wartosci. Posortowana lista zawiera wigc dwie jedynki,
dwie piatki i po jednej z kazdej z pozostatych liczb znajdujacych si¢ na oryginalnej liscie. e

Listy elementow dowolnego typu mozna sortowa¢ wowczas, gdy istnieje mozliwos¢ zdefinio-
wania migdzy nimi relacji mniejszosci, ktora reprezentuje si¢ zazwyczaj znakiem (<). Przyktadowo,
jesli wartosciami do posortowania sg liczby catkowite lub zmiennoprzecinkowe, symbol (<) oznacza
znang wszystkim relacj¢ mniejszosci liczb catkowitych lub rzeczywistych. Jesli natomiast tymi war-
tosciami sq ciagi znakdw, nalezy zastosowac ich porzadek leksykograficzny (patrz ramka ,,Porzadek
leksykograficzny”). Niekiedy, gdy dane do posortowania elementy sga skomplikowane (np. struktury),
do poréwnania mozna wykorzysta¢ cze$¢ kazdego z elementow (np. jedno konkretne pole).
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Porzadek leksykograficzny

Podstawowym sposobem poréwnywania ciagéw znakow jest wykorzystywanie porzqdku
leksykograficznego (ang. lexicographic order). Niech cic,...c, oraz did;...d, beda dwoma
ciagami, w ktdérych kolejne elementy c i d reprezentujg pojedyncze znaki. Diugosci ciagow
wynosza odpowiednio k oraz m i nie musza by¢ sobie rowne. Zaktadamy, ze istnieje relacja
(<) porzadkujaca znaki; przyktadowo, w jezyku C znaki sa reprezentowane przez male liczby
calkowite, mozna wigc state oraz zmienne znakowe wykorzysta¢ jako liczby catkowite w wy-
razeniach arytmetycznych. Stad mozna wykorzysta¢ konwencjonalna relacje (<) dla liczb catko-
witych do okreslania, ktdry z pary rozpatrywanych znakdw jest mniejszy. Takie uporzadkowanie
uwzglednia naturalne wyobrazenie, w ktorym mate litery znajdujace si¢ wczesniej w alfabecie
s ,,mniejsze” od matych liter znajdujacych si¢ w alfabecie p6zniej. To samo dotyczy uktadu
wielkich liter.

Mozna teraz zdefiniowaé dla ciagdw znakéw uporzadkowanie zwane leksykograficznym,
stownikowym lub alfabetycznym. Méwimy, ze cic;...c; < did,...d,, jesli spelniony jest jeden
z dwoch ponizszych warunkow:

(1) Pierwszy ciag jest prefiksem wlasciwym (ang. proper prefix)drugiego ciagu, co oznacza,
ze k<morazdlai=1,2, ..., k zachodzi ¢; = d.. Zgodnie z ta zasada, kot < kotara.
Szczegodlnym przypadkiem spetniajacym t¢ zasade jest sytuacja, w ktorej k = 0, czyli gdy
pierwszy ciag nie zawiera zadnych znakéw. Do oznaczania ciqgu pustego (ang. empty
string), czyli takiego, ktory nie zawiera zadnych znakéw, bedzie wykorzystywany znak
¢ (grecka litera epsilon). Jesli k = 0, pierwsza reguta méwi, ze ¢ < s dla kazdego niepu-
stego ciagu s.

(2) Dla pewnej wartosci i > 0, pierwsze i—1 znakéw dwoch poréwnywanych ciagow wza-
jemnie sobie odpowiada, ale i-ty znak pierwszego ciagu jest mniejszy od i-tego znaku
drugiego ciagu. Oznacza to, ze ¢c;=d; dlaj =1, 2, ..., i-1, oraz ¢; < d. Zgodnie z ta zasada,
kosy < koty, poniewaz te dwa stlowa r6znig si¢ na pozycji trzeciej — kosy zawiera litere s,
ktdra poprzedza liter¢ t znajdujaca si¢ na trzeciej pozycji ciagu koty.

Poroéwnanie a < b jak zwykle oznacza, ze albo a < b, albo a i b to te same wartosci. O liscie
(a1, ay, ..., a,) moéwimy, ze jest posortowana (ang. sorted), jesli a; < a, < ... < a,, co oznacza, ze
wartosci sa ulozone w porzadku niemalejacym. Sorfowanie (ang. sorting) jest operacja, ktorej na
wejsciu podaje si¢ dowolna list¢ (ay, as, . .., a,), 1 ktora zwraca na wyjsciu listg (4, by, ..., b,) taka, ze:

(1) Lista (by, by, ..., b,) jest posortowana.

(2) Lista (by, b, ..., by,) jest permutacjq (ang. permutation) listy oryginalnej. Oznacza to, ze kaz-
da warto$¢ znajduje si¢ na liscie (ay, ay, ..., a,) doktadnie taka sama liczbe razy, co na wyni-
kowej liscie (b1, bs, ..., b,,).

Algorytm sortujqcy (ang. sorting algorithm) pobiera na wejsciu dowolna liste i zwraca jako wynik
list¢ posortowana, ktora jest permutacja listy wejsciowe;.

Przyklad 2.2. Rozwazmy liste stow:

koty, kosy, Tas, kot, rekawica, kotara

Majac takie dane wejsciowe i wykorzystujac porzadek leksykograficzny, algorytm sortujacy zwrdci
nastgpujaca liste wyjsciowa: kosy, kot, kotara, koty, 1as, rekawica. e
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Konwencja zwiazana z nazwami 1 wartosciami

Zmienng mozna traktowaé jako skrzynke zawierajaca nazwe i warto$é. W przypadku odwoty-
wania si¢ do zmiennej, np. abc, do zapisu jej nazwy bedzie wykorzystywana czcionka o statej
szerokosci znakow. Kiedy jednak odwotanie bedzie odnosito si¢ do wartosci zmiennej abc,
wykorzystywana bedzie kursywa, np. abc. Podsumowujac, abc odnosi si¢ do nazwy skrzynki,
za$ abc do jej zawartosci.

Sortowanie przez wybieranie — iteracyjny algorytm sortujacy

Przypusémy, ze mamy tablicg A zawierajaca n liczb catkowitych, ktora chcemy posortowaé w po-
rzadku niemalejacym. Mozna to zrobi¢ wielokrotnie powtarzajac krok, w ktorym wyszukiwany
jest najmniejszy' element nieposortowanej czesci tablicy i wymieniany z elementem znajdujacym
si¢ na pierwszej pozycji nieposortowanej czesci tablicy. W pierwszej iteracji znajdujemy (wybie-
ramy) najmniejszy element z wszystkich wartosci znajdujacych si¢ w tablicy A[0..n-1] i wymie-
niamy go z elementem A[0]%. W drugiej iteracji wybieramy najmniejszy element w tablicy A[1..n-1]
i wymieniamy go z elementem A[1], nastgpnie wykonujemy kolejne iteracje. Na poczatku (i+1).
iteracji, tablica A[0..17-1] zawiera i najmniejszych elementéw tablicy A utozonych w porzadku nie-
malejacym, pozostate elementy tablicy nie sa uporzadkowane. Stan tablicy A bezposrednio przed
(i+1). iteracja przedstawiono na rysunku 2.1.

| posortowana | nieposortowana |
RYSUNEK 2.1.
? ? ? Stan tablicy bezposrednio przed (i+1).
0 / n-1 iteracja algorytmu sortowania przez selekcje

W (i+1). iteracji znajdujemy najmniejszy element tablicy A[i..n-1] i wymieniamy go z ele-
mentem A[1]. Po tej iteracji tablica A[0..1] zawiera wigc i+1 najmniejszych elementdw posorto-
wanych w porzadku niemalejacym. Po (i—1). iteracji posortowana jest cala tablica.

Na listingu 2.1 przedstawiono napisana w jezyku C funkcje realizujaca sortowanie przez wybie-
ranie. Funkcja, ktora nazwano SelectionSort, pobiera dwa argumenty: tablice A oraz jej dtugosc¢ n.

LISTING 2.1.
Iteracyjne sortowanie przez wybieranie

void SelectionSort(int A[], int n)
{

int i, J, small, temp;
(1) for (i =20; 1 <n-1; i++) {
/* przypisujemy zmiennej small indeks pierwszego */

! Nie musi to by¢ doktadnie jeden najmniejszy element — w tablicy moze istnie¢ wiele wystapien naj-
mniejszej wartosci. W takim przypadku, wystarczy, ze znajdziemy dowolne wystapienie tej wartosci.
Do opisywania przedziatow elementéw w tablicach bedzie stosowana konwencja z jezyka programowa-
nia Pascal. Jesli A jest tablica, to zapis A[1. . j] oznacza elementy tej tablicy o indeksach od i do j wlacznie.
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/* wystapienia najmniejszego elementu nieposortowanej*/
/* czesSci tablicy */

2) small = i;

3) for (j = i+l; j <n; j++)

4) if (ALJ] < Alsmalll)

5) small = j;
/* w tym miejscu zmienna small zawiera indeks */
/* pierwszego najmniejszego elementu tablicy */
/* A[i..n-17; wymieniamy wiec A[small] z A[i] */

(6) temp = A[smalll;

(7) Alsmall] = A[i];

(8) AL1] = temp;

W wierszach od (2) do (5) zostaje wybrany najmniejszy element nieposortowanej czesci tablicy,
czyli A[1..n-1]. Pierwsza operacja jest przypisanie zmiennej indeksowej small wartosci i w wier-
szu (2). W petli for w wierszach od (3) do (5) zostaja przeanalizowane kolejno wszystkie wigksze
indeksy j 1 zmiennej small zostaje przypisana wartos¢ j, jesli element Al j] zawiera warto$¢ mniej-
sza niz wszystkie elementy z przedziatu A[i . . j-1]. Efektem tych dziatan jest przypisanie zmiennej
small wartosci indeksu pierwszego wystapienia najmniejszego elementu tablicy A[i..n-1].

Po wybraniu odpowiedniej wartosci indeksu dla zmiennej small zostaje wymieniony element na
wskazywanej przez ten indeks pozycji z elementem A[ 7] (patrz wiersze od (6) do (8)). Jesli small = i,
wymiana jest dokonywana, tyle ze nie zmienia ona uktadu w tablicy. Warto zauwazy¢, ze aby
wymieni¢ wartosci dwoch elementéw w tablicy, trzeba wykorzysta¢ tymczasowa zmienng do prze-
chowania warto$ci jednego z nich. Wartos¢ elementu A[small] zostaje wigc przypisana zmiennej
temp w wierszu (6), warto$¢ elementu A[ 1] zostaje przypisana elementowi A[small] w wierszu (7)
i wreszcie oryginalna wartos$¢ elementu A[smal1] przechowywana w zmiennej temp zostaje przypi-
sana do elementu A[i] w wierszu (8).

Przyklad 2.3. Ponizej przeanalizowano dziatanie funkcji SelectionSort dla réznych danych
wejsciowych. Pierwszym przypadkiem jest tablica wejsciowa nie zawierajaca zadnych elementow.
Jesli n = 0, cialo petli for z wiersza (1) nie bedzie wykonane ani razu, zatem, zgodnie z oczekiwa-
niami, funkcja SelectionSort nie wykona zadnej operacji.

Kolejnym przypadkiem jest tablica wejsciowa zawierajaca tylko jeden element. Ponownie,
cialo petli for z wiersza (1) nie zostanie wykonane ani razu. Odpowiedz funkcji bedzie wigc pra-
widlowa, poniewaz tablica jednoelementowa jest zawsze posortowana. Przypadki, w ktdrych » jest
réwne 0 lub 1 sa waznymi warunkami granicznymi, dla ktérych nalezy sprawdzaé przebieg wszyst-
kich algorytmdéw czy programow.

Wreszcie, uruchamiamy funkcje SelectionSort dla malej tablicy ztozonej z czterech elementéw
od A[0] do A[31]:

Petla zewnetrzna rozpoczyna dzialanie przy wartosci i = 0 i w wierszu (2) zmiennej small zostaje przy-
pisana wartos¢ 0. Wiersze od (3) do (5) tworza petle wewnetrzna, w ktdrej j przyjmuje kolejno war-
tosci 1,21 3. Dlaj =1 spelniony jest warunek z wiersza (4), poniewaz element A[1] o wartosci 30
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Sortowanie na podstawie kluczy

Kiedy jest przeprowadzany proces sortowania, dla sortowanych wartosci stosuje si¢ operacje
poréwnania. Porownanie to jest czgsto wykonywane tylko dla okreslonych czesci wartosci.
Taka cze$¢ uzywana w operacjach porownywania nosi nazwe klucza (ang. key).

Przyktadowo, wykaz studentéw bioracych udzial w danych zajeciach moze by¢ tablica
A zawierajaca struktury jezyka C postaci:

struct STUDENT {
int studentID;
char *nazwisko;
char ocena;

} ALMAXT;

Moze zaistnie¢ potrzeba posortowania tej tablicy na podstawie identyfikatora studenta, na-
zwiska lub oceny; kazdy z tych elementéw po kolei statby si¢ wiec kluczem sortowania. Przy-
ktadowo, jesli nalezatoby posortowaé struktury na podstawie identyfikatora studenta, wyko-
nywane poréwnania musialyby mie¢ postac:

A[Jj].studentID < A[small].studentID

w wierszu (4) funkcji SelectionSort. Typem tablicy A i tymczasowej zmiennej temp (wykorzy-
stywanej do zamiany warto$ci) bylaby struktura STUDENT, zamiast liczby catkowitej. Nalezy
pamigtac, ze wymieniana jest cata struktura, nie tylko pola kluczy.

Poniewaz wymiana calych struktur jest czasochtonna, bardziej wydajnym rozwigzaniem
bytoby wykorzystanie drugiej tablicy ze wskaznikami do struktur STUDENT i sortowanie tylko
zawartych w niej wskaznikéw. Same struktury pozostatyby nienaruszone w pierwszej tablicy.
Opracowanie takiej wersji sortowania przez wybieranie autorzy pozostawiaja Czytelnikowi
jako ¢wiczenie.

jest mniejszy od elementu A[small], zawierajacego wartos¢ 40. W wierszu (5) zmiennej small zo-
staje wigc przypisana warto$¢ 1. W drugiej iteracji petli zawartej w wierszach od (3) do (5), dlaj =2,
ponownie spetniony jest warunek z wiersza (4), poniewaz A[2] < A[1]. W wierszu (5) nastgpuje
wigc przypisanie zmiennej small wartosci 2. W ostatniej iteracji tej petli, dla j = 3, takze spetniony
jest warunek z wiersza (4), poniewaz A[3] < A[2]. W wierszu (5) zmiennej small zostaje wiec przy-
pisana warto$¢ 3.

W tym momencie nastgpuje przejscie z petli wewnetrznej do wiersza (6). Zmiennej temp zo-
staje przypisana wartos¢ 10, czyli wartos¢ elementu A[small], nastgpnie wartos¢ elementu A[0], 40,
zostaje w wierszu (7) przypisana elementowi A[3], po czym elementowi A[0] zostaje przypisana
warto$¢ 10 w wierszu (8). Na tym konczy si¢ pierwsza iteracja petli zewnetrznej; tablica A wygla-
da w tym momencie nastepujaco:

W drugiej iteracji petli zewnetrznej, dla i = 1, w wierszu (2) zmiennej small zostaje przypisana
wartos¢ 1. Petla wewnetrzna przypisuje poczatkowo zmiennej j wartos¢ 2 i, poniewaz A[2] < A[1],
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w wierszu (5) zmiennej small zostaje przypisana warto$¢ 2. Dla j = 3, warunek z wiersza (4) nie
jest spelniony, poniewaz A[3] > A[2]. Zmienna small ma wigc wartos¢ 2 w momencie, gdy stero-
wanie dochodzi do wiersza (6). W wierszach od (6) do (8) zostaja zamienione elementy A[1] i A[2],
w efekcie czego otrzymuje sig tablice:

Mimo ze tablica A jest juz posortowana, musi zosta¢ wykonana ostatnia iteracja petli zewnetrzne;,
dla i = 2. Zmiennej small zostaje wigc w wierszu (2) przypisana warto$¢ 2 i uruchomiona petla
wewngtrzna tylko dla przypadku, w ktdrym j = 3. Poniewaz warunek w wierszu (4) nie jest spelniony,
zmienna small nadal przechowuje wartos¢ 2, zatem w wierszach od (6) do (8) nastgpuje ,,zamiana”
elementu A[2] z samym sobg. Czytelnik sam powinien sprawdzi¢, czy taka wymiana dla small = i
rzeczywiscie nie zmienia uktadu w tablicy. e

Listing 2.2 przedstawia przyktadowy sposob wykorzystania funkcji SelectionSort w kom-
pletnym programie sortujacym ciag » liczb catkowitych przy zatozeniu, ze n < 100. W wierszu (1)
nastgpuje odczytanie n liczb calkowitych i zapisanie ich w tablicy A. Jesli liczba danych wejscio-
wych przekroczy MAX, w tablicy zapisywanych jest jedynie pierwsze MAX liczb catkowitych. W tym
miejscu przydatny bytby komunikat ostrzegajacy uzytkownika o zbyt duzej liczbie danych, jednak
W prezentowanym programie pominig¢to ten element.

W wierszu (3) nastepuje wywotanie funkcji SelectionSort w celu posortowania tablicy. Wier-
sze (4) 1 (5) sa odpowiedzialne za wydrukowanie liczb catkowitych w posortowanym porzadku.

LISTING 2.2.
Program sortujacy elementy tablicy za pomocg algorytmu sortowania przez wybieranie

#include <stdio.h>

#define MAX 100
int A[MAX];
void SelectionSort(int A[], int n);

main()

{
int i, n;
/* odczytujemy dane wejSciowe i zapisujemy je w tablicy A */

(1 for (n = 0; n < MAX && scanf("\%d", &A[n]) != EOF; n++)
(2) ;
(3) SelectionSort(A,n); /* sortuje A */
(4) for (i =0; i <n; i++)
(5) printf("Zd\n", A[i1); /* wySwietla A */
}
void SelectionSort(int A[], int n)
{

int i, j, small, temp;

for (i =0; 1 <n-1; i++) {
small = i;
for (j = i+l; j <n; j++)
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if (A[J] < Alsmalll)
small = J;
temp = Alsmalll;
Alsmall] = A[i];
A[i] = temp;
}
}

Cwiczenia

2.2.1. Przeprowadz symulacj¢ dziatania funkcji SelectionSort dla tablicy zawierajacej nastgpujace
elementy:

(a) 6,8,14,17,23;
(b) 17,23, 14,6, 8;
(c) 23,17, 14,8,6.

Ile poréwnan i zamian bedzie wykonywanych dla kazdego z powyzszych przypadkow?

2.2.2%*, Jaka jest minimalna i maksymalna liczba (a) poréwnan i (b) zamian, ktére funkcja Selec-
tionSort musi przeprowadzi¢ do posortowania ciagu »n elementow?

2.2.3. Napisz w jezyku C funkcje, ktdra pobiera jako argumenty dwie listy jednokierunkowe zto-
zone ze znakow 1 zwraca warto$¢ TRUE, jesli pierwszy ciag znakow leksykograficznie poprzedza
drugi. Wskazéwka: zaimplementuj opisany w niniejszym rozdziale algorytm poréwnywania cia-
géw znakow. Wykorzystaj rekurencj¢ w postaci wywotania funkcji przez nig samg dla reszt cia-
géw znakow, jesli zostanie stwierdzone, ze pierwsze znaki obu ciggdéw sa takie same. Alternatyw-
nym rozwiazaniem jest opracowanie wykonujacego identyczne dziatania algorytmu iteracyjnego.

2.2.4*. Zmodyfikuj program z ¢wiczenia 2.2.3 tak, by ignorowat wielkos¢ porownywanych znakow.
2.2.5. Co dzieje si¢ w algorytmie sortowania przez wybieranie, jesli wszystkie elementy sa takie same?

2.2.6. Zmodyfikuj program z listingu 2.2 tak, by program wykonywat sortowanie przez wybieranie dla
elementdw tablicy nie bedacych liczbami calkowitymi, lecz strukturami STUDENT opisanymi w ramce
»Sortowanie na podstawie kluczy”. Zaktadamy, ze kluczem jest pole studentID.

2.2.7*. Jeszcze raz zmodyfikuj program z listing 2.2 tak, by program sortowat elementy dowolnego
typu 7. Mozesz jednak zatozy¢, ze istnieje funkcja key, ktéra jako argument pobiera element typu T
i zwraca klucz dla tego elementu, bedacy wartoscia pewnego typu K. Zaldz takze, Ze istnieje funkcja
1t, ktora jako argumenty pobiera dwa elementy typu K i zwraca wartos¢ TRUE, jesli pierwszy jest
»~mniejszy” od drugiego; w przeciwnym razie, funkcja powinna zwrdcié¢ warto$¢ FALSE.

2.2.8. Zamiast wykorzystywaé catkowitoliczbowe indeksy w tablicy A, mozemy do okreslania po-
zycji elementdéw tablicy wykorzysta¢ wskazniki do liczb catkowitych. Przeksztat¢ algorytm sorto-
wania przez wybieranie z listingu 2.2 tak, by wykorzystywal wskazniki.

2.2.9*. Jak wspomniano w ramce ,,Sortowanie na podstawie kluczy”, jesli elementy do posorto-
wania sa duzymi strukturami, jak w przypadku struktury STUDENT, sensowne jest pozostawienie
tych struktur nienaruszonych w ich tablicy i posortowanie wskaznikdéw do nich, znajdujacych sie
w osobnej tablicy. Opracuj takze taka wersj¢ sortowania przez wybieranie.
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2.2.10. Napisz iteracyjny program wyswietlajacy odrebne elementy tablicy ztozonej z liczb catko-
witych.

2.2.11. Wykorzystaj opisane na poczatku tego rozdziatu notacje X oraz I1 do wyrazenia:

(a) sumy liczb nieparzystych od 1 do 377,
(b) sumy kwadratow liczb parzystych od 2 do n (zaldz, ze n jest liczba parzysta);
(c) iloczynu poteg liczby 2 od 8 do 2.

2.2.12. Wykaz, ze dla small = i, wiersze od (6) do (8) na listingu 2.1 (operacja zamiany wartosci)
nie maja wptywu na uktad w tablicy A.

2.3. Dowody indukcyjne

Indukcja matematyczna (ang. mathematical induction) jest przydatna technika dowodzenia, ze
twierdzenie S(n) jest prawdziwe dla wszystkich nieujemnych liczb catkowitych »n lub, uogdlniajac,
dla wszystkich liczb catkowitych wigkszych lub rownych danemu ograniczeniu dolnemu. Przykta-
dowo, we wprowadzeniu do niniejszego rozdziatu zasugerowano, ze w przypadku twierdzenia
Z;i =n(n+1)/2 poprzez indukcj¢ wzgledem » mozna dowies¢, ze jest ono prawdziwe dla wszyst-

kichn>1.
Niech S(7) bedzie dowolnym twierdzeniem dotyczacym liczby catkowitej n. W najprostszej
formie dowodu indukcyjnego twierdzenia S(n) dowodzi si¢ dwoch faktow:

(1) Przypadku podstawowego (ang. basis case), za ktory czgsto przyjmuje si¢ twierdzenie S(0).
Przypadkiem podstawowym moze jednak by¢ rownie dobrze S(k) dla dowolnej liczby catko-
witej k. Dowodzi si¢ wowczas prawdziwosci twierdzenia S(n) dla n > k.

(2) Kroku indukcyjnego (ang. inductive step), gdzie dowodzi sig, ze dla wszystkich » > 0 (lub dla
wszystkich n > k, jesli przypadkiem podstawowym jest S(k)), S(n) implikuje S(n+1). W tej
czesci dowodu zaklada sie, ze twierdzenie S(n) jest prawdziwe. S(n) nazywa si¢ czgsto hipote-
zq indukcyjng (ang. inductive hypothesis) — zakladajac, Ze jest prawdziwa, nalezy udowodnié, ze
twierdzenie S(n+1) jest prawdziwe.

Rysunek 2.2 ilustruje indukcj¢ rozpoczynang od wartosci 0. Dla kazdej liczby catkowitej n,
nalezy udowodni¢ twierdzenie S(7). Dowod dla twierdzenia S(1) wykorzystuje twierdzenie S(0),
dowod dla twierdzenia S(2) wykorzystuje twierdzenie S(1) itd. (kierunek dowodzenia oznaczono
strzatkami). Sposob uzaleznienia kolejnych twierdzen od ich poprzednikow jest identyczny dla wszyst-
kich n. Oznacza to, ze za pomocq jednego dowodu kroku indukcyjnego dowodzi sie poprawnosci
wszystkich krokow oznaczonych strzatkami na rysunku 2.2.

SORAOROR

RYSUNEK 2.2. W dowodzie indukcyjnym kazdy przypadek twierdzenia S(n) jest dowodzony za pomoca
twierdzenia dotyczacego kolejnej, mniejszej wartosci n
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Nazewnictwo parametru indukcji

Niekiedy przydatne jest wyjasnienie indukcji za pomoca intuicyjnego opisu znaczenia zmiennej
n wykorzystywanej w dowodzonym twierdzeniu S(n). Jesli » nie ma szczegodlnego znaczenia
(patrz przyklad 2.4), méwimy po prostu, ze ,,dowodzimy prawdziwosci twierdzenia S(n) za
pomoca indukcji wzgledem »n”. W przeciwnym razie, jesli » ma jasne znaczenie (patrz przy-
ktad 2.6, w ktorym n jest liczbg bitdéw wykorzystywanych w stowach kodu), mozemy powie-
dzie¢, ze ,,wykazujemy prawdziwos¢ twierdzenia S(n) wzgledem liczby bitéw stosowanych
w stowach kodu”.

Przyklad 2.4. Aby przyblizy¢ Czytelnikowi indukcje matematyczna, ponizej zostanie udowod-
nione nastepujace

TWIERDZENIE S(n): sz =2"1_1 dla dowolnego n > 0.

i=0
Twierdzenie to okresla, ze suma poteg liczby 2, od potegi zerowej do n-tej, jest o 1 mniejsza od
(n+1). potegi liczby 2°. Przyktadowo, 1+2+4+8 = 16—1. Dowéd przedstawiono ponizej.

PODSTAWA. Aby udowodni¢ podstawe, w twierdzeniu S(#) za n nalezy podstawi¢ 0. Otrzymujemy:

0

Zzi =21 (2.2)

i=0

Dla i = 0, w powyzszej sumie istnieje tylko jeden sktadnik po lewej stronie rownania (2.2); lewa
strona tego réwnania jest wiec suma jednego wyrazu 2°, czyli 1. Prawa strona réwnania (2.2), po-
staci 2'—1, czyli 21, rowniez jest réwna 1. Stanowi to dowéd podstawy S(x), gdyz wykazano
prawdziwos¢ tego rownania dla n = 0.

INDUKCJA. Nastepnie nalezy udowodni¢ krok indukcyjny. Zaktadamy, ze S(n) jest prawdziwe i do-
wodzimy prawdziwosci tego samego rownania dla n zastapionego przez n+1. Nalezy wigc dowies¢
prawdziwosci rownania S(n+1):

n+l

Zzl’ =22 (2.3)
i=0

Aby wykazac, ze rownanie (2.3) jest prawdziwe, najpierw rozwazamy sume po jego lewej stronie:

n+l1

2.2
i=0

3 Prawdziwos$é¢ twierdzenia S(n) mozna wykazaé bez stosowania indukcji — za pomoca wzoru na sume
wyrazow ciagu geometrycznego. Jednak ten prosty przyktad postuzy do zaprezentowania techniki dowodzenia
za pomocg indukcji matematycznej. Co wigcej, dowody wzor6w na sumy wyrazow ciagu geometrycznego i aryt-
metycznego, z ktorymi Czytelnik spotkat si¢ zapewne w szkole $redniej, sa raczej nieformalne, i méwigc Scisle,
wlasnie indukcj¢ matematyczna powinno si¢ wykorzysta¢ do dowiedzenia ich prawdziwosci.
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Powyzsza suma jest niemal taka sama, jak ponizsza suma po lewej stronie rownania S(»):

n
22
i=0

Wyjatkiem jest dodatkowy sktadnik sumy w réwnaniu (2.3) dla i = n+1, czyli 2.

Poniewaz mozna zalozy¢, ze w dowodzie réwnania (2.3) hipoteza indukcyjna S(#) jest praw-
dziwa, nalezy znalez¢ sposob na wykorzystanie S(n) w dalszych rozwazaniach. Mozna to osiagnac,
rozbijajac sume z roéwnania (2.3) na dwie czesci, z ktorych jedna jest suma znana z réwnania dla
S(n). Oznacza to oddzielenie ostatniego sktadnika, dla i = n+1, i zapisanie:

n+1 n

D2i=) 2042 2.4)
i=0 i=0

Teraz mozna wykorzysta¢ rownania S(n), zastepujac po prawej stronie rownania (2.4) sume ZL 02i
wyrazeniem 2""'—1:

n+l

i_An+l _ n+l
D 2i=2mto142 2.5)
i=0

Po uproszczeniu prawej strony réwnania (2.5) otrzymujemy 2x2""'—1, czyli 2"?~1. Widaé teraz,
ze suma po lewej stronie rownania (2.5) jest identyczna z suma po lewej stronie rdwnania (2.3), za$
prawa strona réwnania (2.5) jest rowna prawej stronie réwnania (2.3). Dowodzi to zatem poprawnosci
rownania (2.3) przy wykorzystaniu réwnania S(n); dowodd ten jest wlasnie krokiem indukcyjnym.
Whiosek jest taki, ze twierdzenie S(n) jest prawdziwe dla wszystkich nieujemnych wartosci 7.

Uzasadnienie poprawnosci dowodzenia przez indukcje

W dowodzie indukcyjnym najpierw nalezy dowies¢, ze twierdzenie S(0) jest prawdziwe. Nastgpnie
nalezy wykazac, ze jesli twierdzenie S(») jest prawdziwe, to prawdziwe jest takze twierdzenie S(x+1).
Pojawia si¢ jednak pytanie, dlaczego mozna przyjac, ze S(n) jest prawdziwe dla wszystkich n > 0?
Ponizej zostana pokazane dwa ,,dowody”. Matematyk powiedziatby, ze oba prezentowane ,,dowody”
prawidtowosci dowodzenia indukcyjnego same wymagaja dowoddéw indukcyjnych, nie sa wigc zad-
nymi dowodami. Indukcje nalezy zaakceptowaé jako aksjomat. Mimo to, wielu Czytelnikow po-
winno uzna¢ ponizsze rozwazania za pomocne.

Ponizej zaktada sig, ze wartoscig podstawowa jest » = 0. Oznacza to, ze wiadomo, iz S(0) jest
prawdziwe, oraz ze dla wszystkich n» wigkszych od 0, jesli S(n) jest prawdziwe, to prawdziwe jest
takze S(n+1). T¢ sama argumentacje mozna wykorzysta¢ dla wartosci podstawowej bedacej do-
wolna inng liczba catkowita.

,,Dowod” pierwszy: iteracja kroku indukcyjnego. Przypusémy, ze chcemy wykazac, ze twierdze-
nie S(a) jest prawdziwe dla konkretnej nieujemne;j liczby catkowitej a. Jesli a = 0, nalezy po prostu
odwota¢ si¢ do prawdziwos¢ podstawy, S(0). Jesli a > 0, argumentacja przedstawia si¢ nastgpujaco.
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Zastgpowanie zmiennych

Dla wielu 0sob zastgpowanie zmiennych, tak jak » w rownaniu S(n), wyrazeniem zawierajacym
te samg zmienng stanowi pewien problem. Przyktadowo, powyzej za zmienng n podstawiono
zmienng n+1 w twierdzeniu S(n) z rownania (2.3). Aby tego dokona¢, nalezalo najpierw ozna-
czy¢ wszystkie wystapienia zmiennej » w S. Metoda utatwiajaca tego typu operacj¢ jest za-
stapienie wszystkich wystapien zmiennej n jakas nowa zmienna, np. m, dzigki czemu mozna
calkowicie pozby¢ si¢ zmiennej n w twierdzeniu S. Przykladowo, rownanie dla S(n) wygla-
datoby nastepujaco:

m

Zzi :2m+1 1

i=0

Nastepnie nalezy zastapi¢ kazde wystapienie zmiennej m wyrazeniem n+1. W efekcie otrzymu-
jemy réwnanie:

n+l

Zzi _ o+l 4
i=0

Po uproszczeniu (n+1)+1 do n+2 otrzymamy roéwnanie (2.3).

Warto zauwazy¢, ze nalezy umieszcza¢ wstawiane wyrazenie w nawiasach w celu unik-
nigcia przypadkowej zmiany kolejnosci dziatan. Przyktadowo, gdyby zamieniono m na n+1
W wyrazeniu 2Xm, nie umieszczajac wstawianego wyrazenia n+1 w nawiasach, otrzymano by
2xpn+1, zamiast prawidtowego wyrazenia 2x(n+1), czyli 2xn+2.

Z podstawy wiadomo, ze S(0) jest prawdziwe. Stwierdzenie ,,S(n) implikuje S(n+1)” dla wartosci
0 podstawionej w miejsce n przyjmuje forme ,,5(0) implikuje S(1)”. Poniewaz wiadomo, ze S(0)
jest prawdziwe, wiadomo takze, ze S(1) jest prawdziwe. Podobnie, jesli zamieni si¢ # na 1, otrzy-
mujac zdanie ,,5(1) implikuje S(2)”, wiadomo, ze S(2) rdwniez jest prawdziwe. Zamiana » na 2 daje
zdanie ,,S(2) implikuje S(3)”, zatem S(3) jest prawdziwe, itd. Nie ma znaczenia, jaka jest wartos¢ a,
w koncu dochodzi si¢ do twierdzenia S(a), co konczy dowod.

,Dowod” drugi: najmniejszy kontrprzyklad. Przypusémy, ze twierdzenie S(n) nie bylo praw-
dziwe dla przynajmniej jednej wartosci n. Niech a bedzie najmniejsza nieujemna liczba catkowita,
dla ktorej S(a) jest fatszywe. Jesli a = 0, stanowi to zaprzeczenie podstawy, S(0), i wiadomo, ze a
musi by¢ wigksze od 0. Jesli jednak a > 0 i a jest najmniejsza nieujemna liczba catkowita, dla ktorej
S(a) jest fatszywe, to S(a—1) musi by¢ prawdziwe. Krok indukcyjny, dla »n zastapionego przez a—1,
moéwi teraz, ze S(a—1) implikuje S(a). Poniewaz S(a—1) jest prawdziwe, S(a) takze musi by¢ praw-
dziwe, co przynosi kolejna sprzeczno$¢. Poniewaz zatozono, Ze istnieja nieujemne wartosci », dla
ktérych S(n) jest falszywe i wywiedziono z tego sprzecznosé, S(n) musi by¢ prawdziwe dla do-
wolnego n > 0.



2.3. DOWODY INDUKCYJNE 55

Kody detekcji btedow

Ponizej zostanie przedstawiona analiza rozszerzonego przykladu kodow detekcji bledow, zagad-
nienia interesujacego samego w sobie i prowadzacego dodatkowo do ciekawego dowodu induk-
cyjnego. Podczas transmisji danych siecia zwykle koduje si¢ znaki (litery, cyfry, znaki interpunk-
cyjne itd.) do postaci ciagow bitdw, czyli zer i jedynek. Ponizej zostato przyjete zatozenie, ze
znaki sg reprezentowane za pomoca siedmiu bitdéw. Powszechnie stosowang norma jest przesylanie
wigkszej liczby bitdéw na znak, 6smy bit moze bowiem utatwi¢ np. wykrywanie prostych bledow
w transmisji danych (moze si¢ zdarzy¢, ze jedno z przesytanych zer lub jedynek ulegnie zmianie
na skutek zakldcen transmisji, co powoduje, ze do odbiorcy dotrze przeciwny bit — 0 zamiast 1 lub
1 zamiast 0). Mechanizm uzywania dodatkowego bitu jest wigc bardzo przydatny, poniewaz sys-
tem komunikacji moze przesta¢ informacje o niepozadanej zmianie jednego z o$miu przesylanych
bitéw, co umozliwia zainicjowanie procesu ponownej transmisji.

Aby méc wykrywaé zmiany za pomoca jednego bitu, nalezy mie¢ pewnos¢, ze zadna para
znakOw nie jest reprezentowana przez sekwencje bitow rozniace sie od siebie tylko na jednej po-
zycji. W takim przypadku, gdyby ta pozycja zostata zmieniona, otrzymany zostalby kod zupehie
innego znaku i nie istniataby mozliwos$¢ wykrycia wystapienia btedu. Przyktadowo, jesli kod pew-
nego znaku jest sekwencja bitdéw 01010101, za$ kod innego znaku jest sekwencja 010000101, to
zmiana bitu na czwartej pozycji od lewej przeksztatca pierwszy znak w drugi.

Sposobem zapewnienia, ze zadna para znakoéw nie jest reprezentowana przez kody rézniace
si¢ tylko na jednej pozycji jest poprzedzenie konwencjonalnego kodu ztozonego z siedmiu bitow
dodatkowym bitem parzystosci (ang. parity bit). Jesli faczna liczba jedynek w danej grupie bitow jest
nieparzysta, méwimy, ze grupa ta jest nieparzysta (ang. odd). Jesli faczna liczba jedynek w danej
grupie bitdw jest parzysta, o grupie tej mowimy, ze jest parzysta (ang. even). Wybranym ponizej
schematem kodowania jest reprezentowanie kazdego znaku za pomoca kodu o$miobitowego z parzy-
stoscia; rownie dobrze, mozna by jednak zdecydowaé o wykorzystaniu kodu z nieparzystoscia. Wymu-
szenie parzystosci opiera si¢ na odpowiednim wyborze bitu parzystosci w stosowanej reprezentacji.

Przyktad 2.5. Konwencjonalny siedmiobitowy kod ASCII (czytany ,,aski”; pochodzi od skrétu
amerykanskiego znormalizowanego kodu wymiany informacji — ang. American Standard Code for
Information Interchange) dla znaku A to 1000001. Ta sekwencja bitow ma parzysta liczb¢ jedynek,
zatem po dodaniu do niej prefiksu 0 otrzymuje sie 01000001. Konwencjonalnym kodem ASCII dla
C jest 1000011, ktory rézni si¢ od siedmiobitowego kodu litery A tylko na szostej pozycji. Kod ten
jest jednak nieparzysty i po dodaniu prefiksu 1 otrzymuje si¢ o$miobitowy kod z parzystoscia
11000011. Nalezy zauwazyé, ze po dodaniu prefikséw bedacych bitami parzystosci dla kodéw A1 C,
otrzymano sekwencje 01000001 oraz 11000011, ktdre réznig si¢ teraz na dwdch pozycjach (pierw-
szej 1 siodmej), co wida¢ na rysunku 2.3. e

A: 01000001 RYSUNEK 2.3.
. Poczatkowy bit parzystosci sprawia, ze wszystkie
c: 11000011 o$miobitowe kody znakéw beda parzyste

Zawsze mozna wybra¢ taka wartos¢ bitu parzystosci dodawanego do kodu siedmiobitowego, by
liczba jedynek w kodzie o§miobitowym byta parzysta. Bit 0 jest wybierany, jesli kod siedmiobitowy
znaku juz jest parzysty; dla nieparzystego kodu siedmiobitowego, wybierany jest bit 1. W obu
przypadkach, liczba jedynek w kodzie o§miobitowym jest parzysta.
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Zadna para parzystych sekwencji bitéw nie moze réznié sie tylko na jednej pozycji. Jesli dwie
sekwencje rdznig si¢ na doktadnie jednej pozycji, oznacza to, ze jedna z nich ma doktadnie jedna
jedynke wigcej niz druga. Jedna sekwencja musi wigc by¢ parzysta a druga nieparzysta, co jest
sprzeczne z przyjetym zatozeniem o parzystosci obu ciaggéw. Dopiero dodanie bitu parzystosci,
ktory powoduje parzystos¢ liczby jedynek, sprawia, ze otrzymane kody znakéw umozliwiajg de-
tekcje btedow.

Schemat dodawania bitéw parzystosci jest mechanizmem dosy¢ ,,efektywnym” w tym sensie,
ze umozliwia transmisj¢ wielu roznych znakéw. Warto zauwazy¢, ze istnieje 2" r6znych sekwencji
ztozonych z n bitéw, poniewaz mozna wybra¢ jedna z dwoch wartosci (0 lub 1) na pierwszej po-
zycji, jedna z dwdch wartosci na pozycji drugiej, itd. Razem istnieje 2x2x...x2 (n czynnikdw)
mozliwych ciagdw. Mozna by wigc oczekiwaé, ze za pomoca o$miu bitow begdzie mozna repre-
zentowa¢ 2% = 256 znakéw.

W przypadku zastosowania schematu dodawania bitéw parzystosci mozna jednak skorzystaé
tylko z siedmiu pozostatych bitéw — 6smy jest zarezerwowany. W takiej sytuacji mozna repre-
zentowaé co najwyzej 2’ = 128 znakoéw z zachowaniem mozliwosci detekcji pojedynczych bie-
déw. To nadal niezty wynik, mozna wykorzysta¢ 128 z mozliwych 256 prawidtowych o$miobito-
wych kodow znakowych i jednocze$nie wykrywaé bledy polegajace na niepozadanej zmianie
pojedynczych bitow.

Podobnie, jesli zostang wykorzystane sekwencje ztozone z # bitdéw, wybor jednego z nich na
bit parzystosci spowoduje, ze bedzie mozna reprezentowa¢ 2" znakéw za pomoca sekwencji zto-
zonych z n—1 bitdéw poprzedzonych stosownym bitem parzystosci, ktorego wartos¢ okresla si¢ za
pomoca pozostatych n—1 bitéw. Poniewaz istnieje 2" roznych sekwencji ztozonych z n bitow,
mozna reprezentowa¢ 2"'/2", czyli potowe z mozliwej liczby znakéw, i nadal wykrywaé bledy
zwiazane ze zmiang dowolnych pojedynczych bitdéw w danych sekwencjach.

Pojawia sie pytanie, czy jest mozliwe wykrywanie tego typu bteddéw i jednoczesne wykorzy-
stanie wigcej niz potowy mozliwych sekwencji bitow do kodowania znakow? Ponizszy przyktad
pokaze, ze nie jest to mozliwe. W zastosowanym dowodzie indukcyjnym wykorzystano twierdzenie,
ktére nie jest prawdziwe dla zera, i dla ktorego nalezy wybra¢ wigksza podstawe, a doktadniej 1.

Przykiad 2.6. Ponizej zostanie udowodnione nastepujace twierdzenie za pomoca indukcji
wzgledem n.

TWIERDZENIE S(n): jesli C jest dowolnym zbiorem ciaggdw bitéw o dtugosci » dajacych moz-
liwos¢ detekcji btedow (tzn. nie istnieje para ciagdw rozniacych sie tylko na doktadnie jednej
pozyciji), to C zawiera co najwyzej 2™ ciagow.

Powyzsza teza nie jest prawdziwa dla » = 0. Twierdzenie S(0) oznaczaloby, ze dowolny zbiér ciagdw
umozliwiajacych detekcje bledow o dhugosci 0 zawiera co najwyzej 27" ciagéw, czyli pot ciagu.
Mowiac Scisle, zbior C skladajacy si¢ wylacznie z ciagéw pustych (ciagéw bez zadnych pozycji)
jest zbiorem umozliwiajacym detekcje btedow o licznosci 0, poniewaz nie moga w tym w zbiorze
istnie¢ dwa ciagi roznigce si¢ tylko na jednej pozycji. Taki zbior C zawieratby wigcej niz pot ciagu —
doktadnie jeden ciag. Twierdzenie S(0) jest wigc falszywe, jednak dla wszystkich wartosci n > 1,
S(n) jest prawdziwe, co zostanie wykazane ponizej.

PODSTAWA. Podstawa jest S(1), co oznacza, ze dowolny zbior ciagéw o dlugosci 1 umozliwia-
jacych detekcje bledow zawiera co najwyzej 2'' = 2° = 1 ciag. Istnieja tylko dwa ciagi jednobito-
we: 01 1. Nie mozna jednak umiesci¢ ich obu w zbiorze ciagéw umozliwiajacych detekcje btedow,
poniewaz roznia si¢ one na doktadnie jednej pozycji. Zatem kazdy taki zbior dla » = 1 musi zawie-
ra¢ co najwyzej jeden ciag.
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INDUKCJA. Niech n > 1 oraz zalézmy, ze hipoteza indukcyjna — zbior ciagéw o dlugosei #» umozli-
wiajacych detekcje bledow moze zawiera¢ co najwyzej 2" ciagéw — jest prawdziwa. Nalezy wyka-
zac, przy tym zatozeniu, ze dowolny zbidr ciagéw o dlugosci n+1 umozliwiajacych detekcje bledow
moze zawiera¢ co najwyzej 2" ciagdw. Zbior C mozna podzieli¢ na dwa podzbiory: C, bedacy
zbiorem ciagoéw ze zbioru C rozpoczynajacych si¢ od 0 oraz C; bedacy zbiorem ciagdéw ze zbioru
C rozpoczynajacych si¢ od 1. Mozna na przyklad zatozy¢, ze n = 2, oraz ze C zawiera ciagi bitow
o dhugosci n+1 = 3 (skonstruowanych z uwzglednieniem bitu parzystosci). Jak pokazano na rysun-
ku 2.4, C sktada si¢ z ciagdw 000, 101, 110 oraz 011; C, sktada si¢ z ciagéw 000 i 011, C; nato-
miast zawiera dwa pozostate ciagi 101 oraz 110.

RYSUNEK 2.4.

Zbiodr C zostaje rozbity na podzbior Cy
(zbidr ciagow rozpoczynajacych si¢

od zera) oraz podzbidr C; (zbidr ciagow
rozpoczynajacych si¢ od jedynki).
Podzbiory Dy i D; sa tworzone przez
usuniecie odpowiednio pierwszych zer
i pierwszych jedynek

Ponizej rozwazono zbior D, sktadajacy sie z ciagéw ze zbioru C, po usunigciu z nich pierw-
szych zer. W powyzszym przyktadzie, D, zawiera ciagi 00 i 11. Mozna stwierdzi¢, ze Dy nie moze
zawiera¢ dwoch ciagdw rozniacych si¢ tylko jednym bitem. Jesli bowiem istniatyby dwa takie ciagi
(np. a1a...a, oraz b\b,...b,), to przywrdcenie poczatkowych zer datoby takie dwa ciagi w zbiorze
Co: Oayas...a, oraz 0b,b,...b,, ktore réznityby si¢ wyltacznie na jednej pozycji. Ciagi ze zbioru C
naleza takze do zbioru C, o ktérym wiadomo, ze nie zawiera dwoch ciagdw rézniacych sie tylko
na jednej pozycji. Nie moze ich wigc zawieraé takze zbidr Dy, ktéry jest w tej sytuacji zbiorem
ciagow umozliwiajacych detekcje btedow.

Mozna teraz zastosowac hipoteze indukcyjna do wywnioskowania, ze D, (zbidr ciagdéw o dtu-
gosci n umozliwiajacych detekcje bledow) zawiera co najwyzej 2" ciagoéw. C, takze zawiera wiec
co najwyzej 2" ciagdw.

Podobne wnioskowanie mozna zastosowa¢ w odniesieniu do zbioru C;. Niech D; bedzie
zbiorem ciagéw ze zbioru C; pozbawionych poczatkowych jedynek. D, jest zbiorem n-bitowych
ciagow umozliwiajacych detekcj¢ bledow i — zgodnie z hipoteza indukcyjna — D, zawiera co
najwyzej 2" ciagéw. Takze C; zawiera zatem co najwyzej 2" ciagéw. Kazdy ciag ze zbioru C
nalezy albo do zbioru Cy, albo do C;. Oznacza to, ze zbiér C zawiera co najwyzej 2" '+2"', czyli
2" ciagdw.

Dowiedzono, ze S(n) implikuje S(n+1), mozna wiec wywnioskowacé, ze S(n) jest prawdziwe
dla wszystkich » > 1. Z wnioskowania nalezy wytaczy¢ przypadek dla n = 0, poniewaz podstawa
jest przypadek n» = 1, nie n = 0. Widac teraz, ze zbiory umozliwiajace detekcje btedow konstru-
owane z wykorzystaniem testu parzystosci sg tak duze, jak to tylko mozliwe, poniewaz zawieraja
doktadnie 2" n-bitowych ciagéw. e
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Sposoby tworzenia dowoddéw indukcyjnych

Nie ma jednego sposobu gwarantujacego otrzymanie dowodu indukcyjnego dla dowolnego
(prawdziwego) twierdzenia S(n). Znajdowanie dowodow indukcyjnych, podobnie jak odkrywa-
nie kazdych innych dowodow, czy tez pisanie dziatajacych programow, jest zadaniem wymaga-
jacym inteligencji. Mozna wigc udzieli¢ jedynie kilku wskazéwek. Sprawdzajac kroki indukcyjne
w przyktadach 2.4 i 2.6 mozna zauwazy¢, ze w obu przypadkach nalezalo przeksztatcié
twierdzenie S(n+1), ktérego prawdziwosci prébowano dowies¢, tak by wigzalto si¢ z hipoteza
indukcyjna, S(n), i zawieralo pewne dodatkowe elementy. W przyktadzie 2.4 sume:

14244+ 422"
wyrazono w postaci:

1+2+4+.. 42"

czyli takiej, o ktorej bylo cos§ wiadomo z hipotezy indukcyjnej, rozszerzonej o dodatkowy
sktadnik, 2""'.

W przyktadzie 2.6 wyrazono zbiér C (zawierajacy ciagi o dlugosci n+1) za pomoca
dwoch zbiorow (nazwanych D, i Dy) ciagdw o dhugosci n, co pozwolito na zastosowanie hipo-
tezy indukcyjnej wzgledem tych zbiorow i dalsze wnioskowanie na temat ograniczen zwia-
zanych z ich rozmiarami.

Przeksztalcenie twierdzeniem S(n+1), umozliwiajace zastosowanie hipotezy indukcyjnej
jest oczywiscie jedynie szczegdlnym przypadkiem bardziej uniwersalnego schematu ,,wyko-
rzystania tego, co dane”. Najwigksze trudnosci pojawiajg sie zawsze, gdy nalezy wykorzysta¢
czes¢ ,,dodatkowa” twierdzenia S(n+1) i dokonczyé dowod jego prawdziwosci na podstawie
S(n). Oto uniwersalna reguta odnoszaca si¢ do tego typu dowoddow:

e Dowdd indukcyjny musi w pewnym momencie zawierac stwierdzenie: ,,...i na podstawie
hipotezy indukcyjnej wiadomo, ze...”. Jesli tego zdania zabraknie, nie bgdzie to praw-
dziwy dowod indukcyjny.

Cwiczenia
2.3.1. Wykaz prawdziwos¢ ponizszych réwnan za pomoca indukcji wzgledem #, rozpoczynajac od n = 1.
@ D i=n(n+1)/2;
b D =n(n+D2n+1)/6;
© D =nt(n+D)?/4;
(d) Do Mii+1)=nl(n+1).

2.3.2. Liczby w postaci t,, = n(n+1)/2 nazywamy liczbami trojkqtnymi, poniewaz elementy (np. kule),
ktérych liczba jest jedna z liczb trojkatnych, mozna tak roztozy¢, by tworzyly trdjkat réwnoboczny
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o dhugosci boku réwnej n. Laczna liczba tych elementéw jest rowna ZL.” (patrz ¢wiczenie 2.3.1(a)),
czyli t,. Przyktadowo, kregle sa rozstawione w trdjkat po 4 na kazdym boku, mamy wiec ¢, = 4x5/2 =10
kregli. Wykaz za pomocg indukcji dla », ze Zj_:ltj =nn+1)(n+2)/6.

2.3.3. Zidentyfikuj parzystos$¢ ponizszych sekwencji bitow (okresl, czy sa parzyste, czy nieparzyste):

(a) 01101;
(b) 111000111;
(c) 010101.

2.3.4. Zatézmy, ze wykorzystujemy do kodowania symboli trzy cyfry — niech beda to 0, 1 oraz 2.
Zbior ciagdéw C utworzonych z zer, jedynek i dwojek umozliwia detekcje btedow, jesli zadna para
ciagdw w tym zbiorze nie rdzni si¢ tylko na jednej pozycji. Przyktadowo, {00, 11, 22} jest zbiorem
umozliwiajacym detekcje btedow dla ciagow o dtugosei 2 i wykorzystujacych cyfry 0, 1 oraz 2.
Wykaz, ze dla dowolnego n > 1, zbior ciagow o dlugosci » umozliwiajacych detekcje btedow i zto-
zonych z cyfr 0, 1 oraz 2 nie moze zawiera¢ wiecej niz 3" ciagow.

2.3.5%. Wykaz, ze dla dowolnego » > 1 istnieje zbior ciagdw o dlugosci » umozliwiajacych detekcje
bledéw i ztozonych z cyfr 0, 1 oraz 2, ktéry zawiera 3" ciagow.

2.3.6*. Wykaz, ze jesli wykorzystuje si¢ k£ symboli, dla dowolnego k > 2, istnieje zbidr ciagéw o dtugo-
$ci n umozliwiajacych detekcje bledow i ztozonych z k réznych symboli (cyfr), ktory zawiera k'
ciagdw, ale nie istnieje taki zbior zawierajacy wiecej niz k"' ciagdw.

2.3.7*. Jesdli n > 1, liczba ciagdw wykorzystujacych cyfry 0, 1 oraz 2, niezawierajacych tej samej
cyfry na dwoch kolejnych pozycjach, wynosi 3x2"". Przyktadowo, istnieje 12 takich ciagéw o dtu-
gosci 3: 010, 012, 020, 021, 101, 102, 120, 121, 201, 202, 210 oraz 212. Udowodnij to twierdzenie
za pomocg indukcji wzgledem dtugosci ciagéw. Czy przedstawiony wzor jest prawdziwy dla n = 0?
2.3.8.* Udowodnij, ze omoéwiony w podrozdziale 1.3 algorytm dodawania kaskadowego zwraca po-
prawne wyniki. Wskazowka: wykaz za pomocg indukcji wzgledem i, ze po rozwazeniu pierwszych
i pozycji od prawego konca, suma reszt o dlugosci i dla dwoch sktadnikéw sumy jest réwna liczbie,
ktdrej reprezentacja binarng jest bit przeniesienia oraz wystgpujace po nim i bitdow wygenerowa-
nego do tej pory wyniku.

2.3.9.* Wz6r na sume » elementéw ciagu geometrycznego a, ar, ar’, ..., ar’™”' ma postaé:

n—l1

Zari _ (ar” —a)
(r=1)

i=0

Udowodnij poprawnos¢ tego wzoru za pomoca indukcji wzgledem n. Zauwaz, ze konieczne jest
zatozenie, ze r # 1. W ktérym miejscu nalezy wykorzystaé to zatozenie w tworzonym dowodzie?

2.3.10. Wz6br na sume » wyrazdw ciagu arytmetycznego o pierwszym elemencie a i réznicy b, czyli
a, (a+b), (a+2b), ..., (at(n—1)b), ma postaé:

n-1

Za+bi =n(2a+(n—1)b)/2

i=0
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Sumy arytmetyczne i geometryczne

Istnieja dwa wzory znane z algebry przerabianej w szkole sredniej, z ktorych beda czgsto wyko-
rzystywane. Z kazdym z nich wiaze si¢ ciekawy dowod indukeyjny, o ktérego przeprowadze-
nie Czytelnik jest proszony w ¢wiczeniach 2.3.912.3.10.

Ciqg arytmetyczny (ang. arithmetic series) jest sekwencja n liczb postaci:
a, (a+b), (at2b), ..., (a+(n-1)b)

Pierwszym wyrazem ciagu jest a i kazdy kolejny wyraz jest wigkszy o b od poprzedniego.
Suma n wyrazéw jest rowna $redniej liczonej dla pierwszego i ostatniego elementu pomno-
zonej przez n, czyli:

n—1

Za+bi:n(2a+(n—l)b)/2

i=0

Przyktadowo, mozna rozwazmy sume 3+5+7+9+11. Zawiera ona n = 5 wyrazow, pierwszy z nich
to 3, a ostatni to 11. Ich suma wynosi wigc 5x(3+11)/2 = 5x7 = 35. Poprawnos¢ otrzymanego
wyniku mozna sprawdzié, dodajac do siebie pig¢ wypisanych powyzej wyrazow.

Ciqg geometryczny (ang. geometric series) jest sekwencja n liczb postaci:

3 1
a,ar, ar’, ar’, ..., ar"

CO oznacza, ze pierwszym wyrazem jest a, za$ kazdy kolejny wyraz jest rowny iloczynowi
wyrazu poprzedniego i liczby ». Wzér na sume¢ n wyrazéw ciagu geometrycznego wyglada
nastepujaco:

n—l1

Zar,- _ (ar" —a)
(r-1)

i=0
Jak wida¢, r moze by¢ wigksze lub mniejsze od 1. Jesli » = 1, powyzszy wzor nie jest praw-
dziwy, ale wszystkie wyrazy sa rowne a, zatem oczywiste jest, ze ich suma wynosi an.
Jako przyklad sumy ciagu geometrycznego mozna rozwazy¢ 1+2+4+8+16. W tym
przypadku n = 5, pierwszym wyrazem a jest 1, natomiast iloraz ciagu » wynosi 2. Oto suma:

(1x2°-1)/(2-1) = (32-1)/1 =31

Otrzymana wartos¢ mozna oczywiscie tatwo sprawdzié. Jako inny przyktad warto rozwazy¢
1+1/2+1/4+1/8+1/16. Ponownie n =15 i a =1, ale tym razem » = 1/2. Suma wynosi wigc:

1L -D/E-D=(-31/32)/(-1/2) =112

(a) udowodnij prawdziwo$é tego wzoru za pomoca indukcji wzgledem #;
(b) wykaz, ze ¢wiczenie 2.3.1(a) jest przyktadem zastosowania tego wzoru.
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Szablon dla prostych indukcji

Podsumowaniem podrozdzialu 2.3 moze by¢ opis szablonu, do ktdrego pasuja proste dowody
indukcyjne omdowione w niniejszym podrozdziale. W podrozdziale 2.4 zostanie przedstawiony
bardziej ogdlny szablon.

(1) Okresl twierdzenie S(n) do udowodnienia. Przyktadowo chcemy dowies¢ prawdziwosci
S(n), stosujac indukcje wzgledem 7, dla wszystkich n > i,. W takim przypadku iy jest
stala dla podstawy, zazwyczaj rowna 0 lub 1, moze to jednak by¢ dowolna liczba cal-
kowita. Wyjasnij wlasnymi stowami, czym jest n (np. dlugoscia stéw kodu).

(2) Okresl przypadek podstawowy, S(iy).

(3) Udowodnij przypadek podstawowy, tzn. wyjasnij, dlaczego S(iy) jest prawdziwe.

(4) Okresl krok indukeyjny, stwierdzajac, ze zaktadasz prawdziwos¢ S(n) dla pewnego n > i,
co jest ,.hipoteza indukcyjna”. Wyraz S(n+1), zastepujac wystapienia n we wzorze S(n)
wyrazeniem n+1.

(5) Udowodnij prawdziwos¢ S(n+1), zaktadajac, ze hipoteza indukcyjna S(#) jest prawdziwa.

(6) Zakoncz dowod wnioskiem, ze S(n) jest prawdziwe dla wszystkich n > i, (ale nieko-
niecznie dla mniejszych n).

2.3.11. Podaj dwa nieformalne dowody poprawnosci indukcji rozpoczetej od liczby 1, mimo fat-
szywosci twierdzenia S(0).

2.3.12. Dowiedz za pomocg indukcji wzglgdem dlugosci ciagdw, ze kod sktadajacy si¢ z ciagow
nieparzystych umozliwia detekcj¢ bledow.

2.3.13**, Jesli zadna para ciagéw w kodzie nie rozni si¢ na mniej niz trzech pozycjach, to istnieje
mozliwo$¢ korekcji pojedynczego bledu, poprzez znalezienie unikatowego ciagu w kodzie, ktory
rozni si¢ od otrzymanego tylko na jednej pozycji. Okazuje sie, ze istnieje kod ztozony z szesnastu
ciagdw 7-bitowych, ktéry umozliwia korekcje pojedynczych bteddéw. Znajdz taki kod. Wskazowka:
wnioskowanie jest prawdopodobnie najlepszym sposobem na rozwiazanie tego zadania. Jesli jed-
nak utkniesz, sprobuj napisaé¢ program wyszukujacy taki kod.

2.3.14*, Czy kod uwzgledniajacy parzysto$¢ umozliwia detekcje ,,podwdjnych btedow”, czyli zmian
warto$ci dwoch roznych bitdéw? Czy moze poprawiaé¢ dowolne pojedyncze bledy?

2.4. Indukcja zupetna

W przeanalizowanych do tej pory przyktadach, dowodzono prawdziwosci twierdzenia S(n+1)
wylacznie na podstawie twierdzenia S(n), czyli hipotezy indukcyjnej. Poniewaz jednak dowodzi
sig, ze twierdzenie S jest prawdziwe dla warto$ci swojego parametru, rozpoczynajac od wartosci
podstawowe;j 1 przechodzac do kolejnych rosnacych liczb catkowitych, mozna wykorzystaé¢ S(i) dla
wszystkich wartosci i, od podstawy az do n. Ta forma indukcji nosi nazwe zupelnej (ang. complete;
czasem zwanej takze catkowitq lub silng). Prosta forma indukcji, stosowana w podrozdziale 2.3,
w ktorej wykorzystywano wytacznie S(n) do wykazania prawdziwosci S(n+1) jest czasami nazy-
wana indukcja slabq (ang. weak).
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Zacznijmy od rozwazenia metody realizacji indukcji zupetnej, rozpoczynajac od podstawy n = 0.
Nalezy dowies¢, ze S(n) jest prawdziwe dla wszystkich » > 0 w dwdch krokach:

(1) Najpierw nalezy wykaza¢ prawdziwos¢ podstawy, S(0).
(2) Jako hipotezg indukcyjna przyjmuje si¢, ze wszystkie twierdzenia S(0), S(1), ..., S(r) sa. Na
podstawie tych twierdzen nalezy udowodnié, ze takze twierdzenie S(n+1) jest prawdziwe.

Podobnie jak w przypadku indukcji stabej, opisanej w poprzednim podrozdziale, mozna wybraé jakas
inng niz 0 warto$¢ podstawy a. Po dokonaniu wyboru nalezy dowiesé, ze S(a) jest prawdziwe, zas
w kroku indukcyjnym mozna zalozy¢, ze tylko twierdzenia S(a), S(a+1), ..., S(n) sa prawdziwe.
Nalezy zauwazy¢, ze indukcja staba jest szczegolnym przypadkiem indukcji zupetnej, w ktoérym
okresla sie, ze nie bedzie si¢ stosowac zadnego z poprzednich twierdzen poza S(n) dla udowodnie-
nia S(n+1).

Rysunek 2.5 demonstruje dziatanie indukcji zupetnej. Kazdy przypadek twierdzenia S(n) mo-
ze (opcjonalnie) wykorzystywac do swojego dowodu dowolny z przypadkéw nizej indeksowanych
(po swojej prawej stronie).

RYSUNEK 2.5. Indukcja zupelna umozliwia wykorzystanie na potrzeby dowodu kazdego przypadku jednego,
kilku lub wszystkich przypadkéw wezesniejszych

Indukcje z wigksza liczba przypadkéw podstawowych

Podczas przeprowadzania indukcji zupetnej, niekiedy przydatne jest wykorzystanie wigcej niz jed-
nego przypadku podstawowego. Jesli nalezy dowies¢ prawdziwosci twierdzenia S(n) dla wszyst-
kich n > iy, mozna jako przypadek podstawowy potraktowaé nie tylko wspomniane iy, ale takze
pewna liczbe kolejnych liczb catkowitych: iy, igt1, ig+2, ..., jo. Nalezy wowczas wykonaé naste-
pujace dwa kroki:

(1) Udowodni¢ wszystkie przypadki podstawowe, czyli twierdzenia S(iy), S(ig*+1), ..., S(o).
(2) Jako hipoteze indukcyjna nalezy zatozy¢, ze wszystkie twierdzenia S(iy), S(ip+1), ..., S(n) sa
prawdziwe, dla pewnego n > j, i udowodnié twierdzenie S(n+1).

Przyklad 2.7. Pierwszy prezentowany, prosty przyklad indukcji zupelnej wykorzystuje kilka
przypadkéw podstawowych. Jak si¢ okaze, analizowany przyktad jest ,,zupelny” tylko w pewnym
ograniczonym znaczeniu. Do dowiedzenia prawdziwosci twierdzenia S(n+1) nie jest wykorzysty-
wane twierdzenie S(n), lecz S(n—1). Bardziej ogdlny schemat indukcji zupetnej przewiduje wyko-
rzystanie twierdzen S(n), S(n—1) i wielu innych przypadkow twierdzenia S.
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Ponizej zostanie dowiedzione za pomoca indukcji wzgledem n, ze nastepujace twierdzenie
jest prawdziwe dla wszystkich 7 > 0.

TWIERDZENIE S(n): istnieja liczby calkowite a i b (dodatnie, ujemne lub réwne 0) takie, ze:
n=2a+3b.

PODSTAWA. Jako przypadki podstawowe zostanie wykorzystane zarowno 0, jak i 1:

(a) dlan=0mozna wybra¢ a=0 oraz b= 0, co prowadzi do oczywistego rozwiazania: 0 = 2x0+3x0.
(b) dlan=1moznawybra¢ a=-1 oraz b =1, wowczas: 1 =2x(—1)+3x1.

INDUKCJA. Mozna teraz zatozy¢, ze twierdzenie S(#) jest prawdziwe i udowodnié, ze prawdziwe
jest takze twierdzenie S(n+1) dla dowolnego » > 1. Warto zauwazy¢, ze mozna zalozy¢, iz n jest
co najmniej tak duze, jak najwigksza sposrdd kolejnych wartosci, dla ktérych udowodniono pod-
stawg — w omawianym przypadku n > 1. Twierdzenie S(n+1) mowi, ze n+1 = 2a+3b dla pewnych
liczb catkowitych a i b.

Hipoteza indukcyjna okresla, ze wszystkie twierdzenia S(0), S(1), ..., S(n) sa prawdziwe.
Nalezy zauwazy¢, ze sekwencja rozpoczyna si¢ od 0, poniewaz tyle wynosit najmniejszy rozwazany
przypadek podstawowy. Poniewaz mozemy zatozy¢, ze n > 1 oraz wiadomo, ze n—1 > 0, zatem S(n—1)
jest prawdziwe. To twierdzenie mowi, Ze istnieja takie liczby catkowite a i b, ze n—1 = 2b+3b.

Poniewaz w twierdzeniu S(n+1) potrzebna jest warto$¢ @, mozna ponownie zapisa¢ twierdzenie
S(n—1) z innymi nazwami liczb catkowitych — niech to beda liczby a' i b', takie ze:

n—1=2a'+30' (2.6)

Jesli do obu stron roéwnania (2.6) dodamy 2, otrzymujemy réwnanie n+1 = 2(a'+1)+35". Jesli pod-
stawimy teraz a za a'+1 oraz b za b', otrzymamy réwnanie n+1 = 2a+3b dla pewnych liczb catko-
witych a i b. Jest to twierdzenie S(n+1), co konczy dowod indukcyjny. Jak widaé, w dowodzie tym
nie wykorzystywano twierdzenia S(n), lecz S(n—1). o

Zasadnos$¢ indukcji zupelnej

Podobnie jak w przypadku oméwionej w podrozdziale 2.3 typowej, ,,stabej” indukcji, zasadnosé
indukcji zupelnej mozna wykaza¢ intuicyjnie jako technik¢ dowodzenia oparta na argumencie ,,naj-
mniejszego kontrprzyktadu”. Niech przypadkami podstawowymi beda S(ip), S(igt1), ..., S(jo); zaktada
sig, ze wczesniej wykazano juz, iz dla kazdego n > ji, twierdzenia S(iy), S(igt1), ..., S(jo) razem
implikuja S(n+1). Zatézmy teraz, ze twierdzenie S(#) nie byto prawdziwe dla przynajmniej jednej
warto$ci n > iy oraz niech b bedzie najmniejsza liczba catkowita wigksza lub réwng iy, dla ktérej
S(b) jest fatszywe. Liczba b nie moze w takim przypadku miesci¢ si¢ w przedziale od iy do jo —
podstawa bytaby wowczas sprzeczna. Ponadto b nie moze by¢ wigksze od j, — gdyby tak bylo,
wszystkie twierdzenia S(iy), S(ipt1), ..., S(b—1) bylyby prawdziwe. Jednak wéwczas krok induk-
cyjny pozwalaltby stwierdzié, ze S(b) jest prawdziwe, co prowadzitoby do kolejnej sprzecznosci.

* Przedstawiony wzor jest w rzeczywistosci prawdziwy dla wszystkich n, dodatnich i ujemnych, jednak
dowdd dla ujemnych » wymaga przeprowadzenia drugiego dowodu indukcyjnego, ktéry bedzie zadaniem
czytelnika w jednym z ¢wiczen.
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Postacie normalne wyrazen arytmetycznych

Ponizej zostanie omdwiony rozbudowany przyktad zwiazany z przeksztatlcaniem wyrazen arytme-
tycznych do postaci rownowaznych. Przyktad ten jest ilustracja indukcji zupetnej, w ktorej zostaje
w petni wykorzystany fakt, ze mozna zaktada¢ prawdziwos¢ dowodzonego twierdzenia S dla wszyst-
kich argumentéw mniejszych od ».

Kompilator jezyka programowania moze korzystaé¢ z algebraicznych wlasnosci operatorow
arytmetycznych w celu przestawiania kolejnosci obliczania operandéw wyrazen arytmetycznych.
Celem takiego przestawiania jest znalezienie sposobu obliczenia wartosci danego wyrazenia w czasie
krétszym niz wymagany do obliczenia pierwotnej, oczywistej wersji.

W niniejszym podrozdziale zostana omowione wyrazenia arytmetyczne zawierajace pojedyncze
faczne i przemienne operatory, np. (+), oraz zostang przeanalizowane istniejace mozliwos$ci prze-
ksztatcen operanddéw. Zostanie dowiedzione, ze w przypadku dowolnego wyrazenia zawierajacego
wylacznie operatory (+), jego wartos¢ jest rowna wartosci dowolnego innego wyrazenia zawieraja-
cego operatory (+) zastosowane wzgledem tych samych operandéw, utozonych i (lub) pogrupowa-
nych w dowolny inny sposob. Przyktadowo:

(a;+(a, +a))+(a, +as)=a, +(a, +(a; +(a, +ay)))

Postawiona teza zostanie udowodniona za pomocg dwoch oddzielnych indukcji, z ktorych pierwsza
bedzie indukcja zupetna.

Przyklad 2.8. Ponizej zostanie dowiedzione za pomoca indukcji zupelnej wzgledem 7 (liczby
operandéw w wyrazeniu) nastepujace twierdzenie.

TWIERDZENIE S(n): jezeli E jest wyrazeniem zawierajacym operator (+) i n operandow oraz a
jest jednym z tych operanddw, to £ moze zosta¢ przeksztatcone zgodnie z prawami tacznosci
i przemiennosci do wyrazenia postaci a+F, gdzie F' jest wyrazeniem zawierajacym wszystkie
operandy wyrazenia E oprdcz a, pogrupowane w pewnym porzadku za pomocg operatora (+).

Twierdzenie S(#) jest prawdziwe tylko dla n > 2, poniewaz w wyrazeniu £ musi istnie¢ przynajm-
niej jedno wystapienie operatora (+). Tak wigc podstawa bedzie n = 2.

PODSTAWA. Niech n = 2; wowczas E moze by¢ albo wyrazeniem postaci a+b, albo b+a, dla
pewnego operandu b réznego od a. W pierwszym przypadku wystarczy, ze F bedzie wyrazeniem b.
W drugim przypadku mozna stwierdzi¢, ze zgodnie z prawem przemiennosci, wyrazenie b+a mozna
przeksztalci¢ do postaci a+b, co ponownie pozwala na wykorzystanie podstawienia F' = b.

INDUKCJA. Niech E zawiera n+1 operanddw, oraz niech twierdzenie S(7) bedzie prawdziwe dla
i=2,3, ..., n. Nalezy udowodni¢ krok indukcyjny dla n > 2, tak wigc mozna zatozy¢, ze E zawiera
co najmniej trzy operandy, co oznacza przynajmniej dwa wystapienia operatora (+). Wyrazenie E
mozna zapisaé w postaci E+E, dla pewnych wyrazen E; i E,. Poniewaz E zawiera doktadnie n+1
operandow oraz wyrazenia £, 1 £, musza zawiera¢ przynajmniej po jednym z tych operandéw, ani
wyrazenie E, ani E, nie moze zawiera¢ wigcej niz n operandéw. W tej sytuacji hipoteza indukcyjna
ma zastosowanie wzgledem wyrazen E; i £, wowczas, gdy kazde z nich zawiera wigcej niz jeden
operand (poniewaz dowod rozpoczeto dla podstawy n = 2). Istnieja cztery przypadki, ktore nalezy
rozwazy¢, w zalezno$ci od tego, czy operand a wystepuje w wyrazeniu E, czy E, oraz czy a jest
lub nie jest jedynym operandem w wyrazeniu E, lub E,.
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Lacznos¢ 1 przemiennos¢

Jak Czytelnik zapewne pamigta, prawo fqcznosci (ang. associative law) dodawania méwi o tym,
ze sumowanie trzech wartosci mozna wykonac¢ najpierw przez dodanie do siebie dwoch pierw-
szych i pdzniej dodanie do otrzymanej wartosci trzeciej, albo przez dodanie pierwszej do wartosci
otrzymanej w wyniku dodania do siebie drugiej i trzeciej; wynik bedzie ten sam. Oto for-
malny zapis:

(E\+E,))+E,=E +(E,+E;)
gdzie E|, E, i E5 sa dowolnymi wyrazeniami arytmetycznymi. Przyktadowo:
(1+2)+3=1+(2+3)
W tym przypadku E| = 1, E, =2 oraz E; = 3. Prawdziwe jest takze rownanie:
(N +Bz=-2)+(y+2)=xy+(Bz-2)+(y+2))
gdzie Ey = xy, E, =3z-2 oraz E; = y+z.

Z kolei prawo przemiennosci (ang. commutative law) dodawania méwi o tym, ze mo-
zemy dwa wyrazenia mozna sumowaé w dowolnej kolejnosci. Oto formalny zapis:

E +E,=E,+E

Przyktadowo, 1+2 =2+1 oraz xy+(3z-2) = (3z—2)+xy.

(a)

(b)

(©)

E, to a. Przykladem takiej sytuacji jest wyrazenie E postaci a+(b+c); wowczas wyrazenie E;
ma postac a, za§ wyrazenie E, to b+c. W takim przypadku, £, pelni rolg¢ F, co oznacza, ze E
znajduje si¢ juz w postaci a+F;

E, zawiera wigcej niz jeden operand, wsrdd ktdrych jest a. Przyktadowo:

E=(c+(d+a))+(b+e)

gdzie E| = ct(d+a) za$ E, = bte. W takim przypadku, poniewaz E| zawiera nie wigcej niz 7 i nie
mniej niz dwa operandy, mozna zastosowac hipoteze indukcyjna, ktora pozwoli okresli¢, ze
wyrazenie E) mozna przeksztalci¢ zgodnie z prawami tacznosci i przemiennosei do postaci a+Es.
Wyrazenie E mozna wigc przeksztatci¢ do postaci (a+E3)+E,. Stosujac prawo tacznosci mozna
stwierdzi¢, ze wyrazenie E da sie przeksztalci¢ dalej do postaci a+(E5+E,). Pozwala to okreslié,
ze F zastepuje E5+E,, co jest dowodem kroku indukeyjnego dla tego przypadku. W przedsta-
wionym powyzej przykladowym wyrazeniu £ mozna by zatozy¢, ze wyrazenie E, = cHd+a) jest
przeksztatcane na mocy hipotezy indukcyjnej do postaci a+(ct+d). Wowczas wyrazenie £ mozna
przegrupowac do postaci a+((c+d)+(b+e));

E, to a. Przykladowo, E = (b+c)+a. W takim przypadku zastosowanie prawa przemiennosci
pozwala przeksztalci¢ wyrazenie E do postaci a+E}, ktore ma odpowiednia forme, jezeli za E|
podstawi si¢ F;
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(d) E, zawiera wigcej niz jeden operand, z a wiacznie. Przyktadowo, E = b+(a+c). Zastosowanie
prawa przemiennos$ci pozwala przeksztatci¢ wyrazenie E do postaci E,+E, i postapi¢ zgodnie ze
schematem przedstawionym w przypadku b). Jesli E = b+(atc), wyrazenie E zostaje przeksztatco-
ne najpierw do postaci (atc)+b. Hipoteza indukcyjna umozliwia wyrazenia przedstawienie
atc w wymagane] formie, w ktorej w rzeczywistosci juz si¢ znajduje. Zastosowanie prawa
tacznosci pozwala nastgpnie przeksztatci¢ wyrazenie E do postaci a+(ctb).

We wszystkich czterech przypadkach udato si¢ przeksztalci¢ wyrazenie £ do odpowiedniej postaci.
Krok indukcyjny zostat wigc udowodniony, co pozwala stwierdzi¢, ze twierdzenie S(n) jest praw-
dziwe dla wszystkichn>2. e

Przyktad 2.9. Dowéd indukeyjny z przyktadu 2.8 prowadzi bezposrednio do algorytmu prze-
ksztatcania wyrazenia do pozadanej formy. Przyktadowo, mozna rozwazy¢ nastgpujace wyrazenie:

E=x+z+v)+(w+y)

1 zalozy¢, ze v jest operandem, ktdry nalezy ,,wyciagnac”, czyli umiesci¢ go w roli operandu a z prze-
ksztatcen z przyktadu 2.8. Poczatkowo przyktad spetnia zatozenia przypadku (b), gdzie E| = x+(ztv),
oraz £, = wty.

Nastepnie nalezy przeksztalci¢ wyrazenie E| i ,,wyciagnac¢” v. E| jest przyktadem zgodnym z opi-
sanym powyzej przypadkiem (d), mozna wigc zastosowaé najpierw prawo przemiennosci w celu
przeksztatcenia wyrazenia E; do postaci (z+v)+x. Zgodnie z procedura opisang dla przypadku (b),
nalezy przeksztalci¢ wyrazenie z+v, ktore spetnia zatozenia przypadku (c). Stosujac prawo prze-
mienno$ci mozna je przeksztatci¢ do postaci v+z.

Wyrazenie E, zostato juz przeksztalcone do postaci (v+z)+x i kolejne zastosowanie prawa
Tacznosci prowadzi do postaci v+(z+x). To z kolei powoduje otrzymanie wyrazenia E w postaci
(v+(z+x))+H(wty). Zastosowanie prawa tacznosci umozliwia przeksztatcenie wyrazenia E do posta-
ci v+((z+x)+(wty)). Wyrazenie E ma wigc postaé v+F, gdzie F jest wyrazeniem (z+x)+(w+y). Cata
sekwencje przeksztatcen przedstawiono na rysunku 2.6. e

x+(z+v)+(w+y)

+V)+x)+(w+
(V) F0+(w+y) RYSUNEK 2.6.
tosujac prawa facznosci
((v+2)+x)+(w+y) Stosuj tacznosci
V+(z+x)+(w+y) i przemlenno_s'm,
mozna ,,wyciagnacé”
v+ ((z+x)+(W+y)) dowolny operand, np. v

Mozna teraz wykorzystac twierdzenie udowodnione w przyktadzie 2.8 do dowiedzenia orygi-
nalnego twierdzenia, ze dowolne dwa wyrazenia zawierajace wylacznie operator (+) i t¢ sama liste
réznych operanddéw, mozna przeksztalci¢ jedno w drugie, stosujac prawa tacznosci i przemienno-
$ci. W ponizszym dowodzie wykorzystywana jest indukcja staba (zamiast indukcji zupelnej), kto-
rej poswigcono podrozdzial 2.3.

Przyldad 2.10. Ponizej zostanie dowiedziona prawdziwosci nastepujacego twierdzenia za pomoca
indukcji wzgledem 7 (liczby operandéw w wyrazeniu).
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TWIERDZENIE T(n): jezeli E i F sa wyrazeniami zawierajacymi operator (+) i ten sam zbidr n
roznych operandow, to mozliwe jest przeksztatcenie £ w F za pomoca sekwencji zastosowan
praw tacznosci i przemiennosci.

PODSTAWA. Jesli n = 1, to oba wyrazenia musza by¢ pojedynczym operandem a. Poniewaz sa
tym samym wyrazeniem, £ w oczywisty sposdéb mozna przeksztatci¢ w F.

INDUKCJA. Zatézmy, ze T(n) jest prawdziwe dla pewnego n > 1. Nalezy dowies¢ teraz prawdzi-
wosci twierdzenia T(n+1). Niech E i F beda wyrazeniami zawierajacymi ten sam zbior n+1 rdz-
nych operandéw oraz niech a bedzie jednym z tych operandéw. Poniewaz n+1 > 2, S(n+1), czyli
twierdzenie z przykladu 2.8, musi by¢ prawdziwe. Mozna wigc przeksztatci¢ wyrazenie E do po-
staci a+E, dla pewnego wyrazenia E; zawierajacego pozostate n operandéw wyrazenia E. Podob-
nie, mozna przeksztalci¢ wyrazenie F do postaci a+F; dla pewnego wyrazenia F'; zawierajacego te
same 7 operandow co E;. Co wazniejsze, w tym przypadku mozna takze wykonaé przeksztalcenie
w przeciwnym kierunku, z a+F do postaci F' za pomoca praw tacznosci i przemiennosci.

Teraz mozna odwotac¢ si¢ do hipotezy indukcyjnej 7(n) dla wyrazen E; i F';. Kazde z nich za-
wiera te same # operandow, zatem postawiona hipoteza indukcyjna ma zastosowanie. Moéwi ona o tym,
ze mozna przeksztalci¢ wyrazenie E; w F), a stad takze przeksztalci¢c wyrazenie atE; w a+F).
Mozliwe sa zatem nastepujace przeksztalcenia:

E —..—atE; Stosujac S(ntl)
—...— at+F;  Stosujac T(n)
—.—F Odwrotnie stosujac S(n+1)

do otrzymania F zE. e

Przyktad 2.11. Ponizej przeksztatcono wyrazenie E = (x+y)+(w+z) do postaci F = ((wHz)+y)+x.
Najpierw nalezy wybra¢ operand do ,,wyciagnigcia”, niech bedzie nim w. Jesli sprawdzi si¢ przy-
padki z przyktadu 2.8, wida¢, ze nalezy wykonaé¢ dla wyrazenia E nastepujaca sekwencje prze-
ksztatcen:

x+y)+(w+z)> wW+z)+(x+y) > w+(z+(x+Y)) (2.7
Wyrazenie F nalezy przeksztatca¢ w sposdb nastgpujacy:

(w+2)+y)+x>WwW+(Cz+y)+x > w+({(z+y)+x) (2.8)

teraz tym momencie pojawia si¢ podproblem przeksztalcenia wyrazenia z+(x+y) do postaci (z+y)+x.
Jego rozwiazaniem jest ,,wyciagnigcie” operandu x. Sekwencja przeksztatcen wyglada wigc naste-

pujaco:
z+(x+y) > (x+y)+zox+(y+2) 2.9)

oraz

(z+y)+x—>x+(z+y) (2.10)
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To z kolei stwarza podproblem przeksztalcenia wyrazenia y+z do postaci z+y. Stosujemy zatem
prawo przemiennosci, czyli — méwigc doktadniej — dla obu wyrazen wykorzystujemy przedstawiong
w przykladzie 2.8 technike ,,wyciagania” y, otrzymujac w ten sposdb wyrazenie y+z. Przypadek pod-
stawowy z przyktadu 2.10 okresla, ze wyrazenie z mozna teraz ,,przeksztatcié¢” do niego samego.

W tym momencie mozliwe jest przeksztatcenie wyrazenia z+(x+y) do postaci (z+y)+x stosujac
kroki przedstawione w wierszu (2.9), stosujac prawo przemiennosci wzgledem podwyrazenia y+z
i ostatecznie dokonujac przeksztalcenia odwrotnego do pokazanego w wierszu (2.10). Przeksztalcenia
te stanowia posredni etap przeksztatcen wyrazenia (x+y)+(w+z) do postaci (w+z)+y)+z. Najpierw
stosujemy przeksztalcenie z wiersza (2.7), nastepnie wlasnie omowione z wyrazenia z+(x+y) do
postaci (z+y)+x, 1 wreszcie przeksztatcenie przeciwne do zawartego w wierszu (2.8). Calg sekwencje
przeksztatcen przedstawiono na rysunku 2.7. e

(x+y)+(w+2z) Wyrazenie E
(w+2z)+(x+y) Srodek wiersza (2.7)
w+(z+(x+y)) Koniec wiersza (2.7)

w+ ((x+y)+z) Srodek wiersza (2.9) RYSUNEK 2.7.

w+ (x+(y+2z) Koniec wiersza (2.9) Przeksztatcanie

w+(x+(z+y)) Prawo przemiennosci jednego wyrazenia

w+ ((z+y)+x) Przeciwienstwo wiersza (2.10) w drugie za pomocsg,

(w+(z+y))+x Przeciwienstwo Srodka wiersza (2.8) praw facznosci

((w+2)+y)+x Wyrazenie F, przeciwienstwo konca wiersza (2.8) i przemiennosci
Cwiczenia

2.4.1. ,Wyciagnij” kolejno wszystkie operandy z wyrazenia E = (u+v)+((w+(x+y))+z). Nalezy roz-
pocza¢ od wyrazenia E i dla kazdego z jego szesciu operandow, stosujac techniki opisane w przy-
ktadzie 2.8, przeksztalcié je do postaci u+E;, vtE,, itd.

2.4.2. Wykorzystaj technike z przyktadu 2.11 do przeksztatcenia:

(a) w+(x+(y+2z)) dopostaci (w+x)+y)+z
(b) (+w)+((x+y)+z do postaci (y+w)+(v+z))+x

2.4.3*. Niech F bedzie wyrazeniem zawierajacym operatory +, -, * oraz /; kazdy z nich jest jedynie
binarny, co oznacza, ze dziala na dwoch operandach. Wykaz, stosujac indukcj¢ zupeina dla liczby
wystapien operatoré6w w wyrazeniu E, ze jesli E zawiera n wystapien operatorow, to zawiera n+1
operandow.

2.4.4. Podaj przyktad przemiennego operatora dwuargumentowego, ktory nie jest faczny.
2.4.5. Podaj przyktad tacznego operatora dwuargumentowego, ktory nie jest przemienny.

2.4.6*. Rozwaz wyrazenie E, ktérego wszystkie operatory sa dwuargumentowe. Dfugosciq wyra-
zenia E jest liczba zawartych w nim symboli, liczac jako jeden symbol kazdy operator oraz lewy
lub prawy nawias, a takze kazdy operand, np. 123 lub abc. Udowodnij, ze E musi mie¢ nieparzysta
dtugos¢. Wskazowka: wykorzystaj indukcj¢ zupetng wzgledem dtugosci wyrazenia E.

2.4.7. Wykaz, ze wszystkie liczby ujemne mozna zapisa¢ w postaci 2a+3b dla pewnych (nieko-
niecznie dodatnich) liczb catkowitych a i b.
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Szablon og6lny dla indukcji

Ponizszy schemat przeprowadzania dowodéw indukcyjnych dotyczy indukcji zupetnej z wie-
loma przypadkami podstawowymi. Jako przypadek szczegélny, zawiera on takze omoéwiong
w podrozdziale 2.3 indukcje staba oraz czesto spotykana sytuacje, gdzie istnieje tylko jeden
przypadek podstawowy.

(1) Okresl twierdzenie S(n) do udowodnienia. Zalézmy, ze nalezy udowodni¢ twierdzenie
S(n) za pomoca indukcji wzgledem n, dla n > iy. Okresl wartos¢ i (najczesciej jest to 0
lub 1, moze to jednak by¢ dowolna liczba catkowita). Wyjasnij intuicyjnie, jaka wiel-
kos¢ reprezentuje n.

(2) Przedstaw przypadek podstawowy (moze ich by¢ wigcej niz jeden). Beda to wszystkie
liczby catkowite od iy do pewnej liczby jo. Czesto iy = jy, jednak j, moze by¢ wigksze.

(3) Udowodnij prawdziwos¢ wszystkich przypadkow podstawowych S(iy), S(ig*+1), ..., S(o).

(4) Wyznacz krok indukcyjny, stwierdzajac, ze zaktadasz prawdziwosé

S(ip), SGpt1), ..., SGo)

(czyli ,,hipotezy indukcyjnej”), oraz ze chcesz udowodni¢ prawdziwos¢ twierdzenia S(rn+1).
Zatéz, ze n > jy, co oznacza, ze n jest co najmniej tak duze, jak najwiekszy przypadek
podstawowy. Wyraz S(n+1), zastepujac n wyrazeniem n+1 w twierdzeniu S(n).

(5) Udowodnij prawdziwos¢ S(n+1) przy zalozeniach wspomnianych w punkcie 4. Jesli
przeprowadzasz indukcje staba, zamiast zupelnej, w dowodzie wykorzystane bedzie
tylko twierdzenie S(#), masz jednak swobode¢ w stosowaniu dowolnych twierdzen z hi-
potezy indukcyjnej.

(6) Wywnioskuj, ze S(n) jest prawdziwe dla wszystkich n > i; (ale niekoniecznie dla mniej-
szych n).

2.4.8*%. Wykaz, ze kazda liczbe catkowita (dodatnig lub ujemna) mozna zapisa¢ w postaci Sa+7b
dla pewnych (niekoniecznie dodatnich) liczb catkowitych a i b.

2.4.9*%, Czy kazdy dowod, w ktorym wykorzystuje si¢ indukcje staba (jak w podrozdziale 2.3) jest
takze dowodem przez indukcji zupetnej? Czy kazdy dowod, w ktorym wykorzystuje sie indukcje
zupelna jest takze dowodem przez indukcje stabg?

2.4.10%. W niniejszym rozdziale przedstawiono uzasadnienie poprawnosci indukcji zupetnej za pomoca
argumentu najmniejszego kontrprzyktadu. Uzasadnij teraz poprawnos¢ indukcji zupetnej iteracyjnie.

2.5. Dowodzenie wlasnosci programow

W niniejszym podrozdziale zostang omdwione zagadnieniami, w ktorych dowody indukcyjne maja
zasadnicze znaczenie — dowodzeniem, Ze program robi to, co powinien. Zostanie przedstawiona
technika wyjasniania dziatania programu iteracyjnego w czasie wykonywania przebiegu petli. Jesli
rozumie si¢ dziatanie petli, posiada si¢ ogodlne zrozumienie tego, co nalezy wiedzie¢ o dziataniu
programu iteracyjnego. W podrozdziale 2.9 zostang rozwazone zagadnienia niezbg¢dne do dowo-
dzenia wlasnosci programéw rekurencyjnych.
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Prawda w reklamach

Dowodzenie poprawnosci programow wiaze si¢ z wieloma trudnosciami, zaréwno teoretycz-
nymi, jak i praktycznymi. Oczywiste pytanie brzmi: ,,Co oznacza ,,poprawnos¢” programu?”
W rozdziale 1. wspomniano o tym, ze w praktyce wigkszos¢ programéw jest tworzona w celu
wypetnienia jakiej$ nieformalnej specyfikacji, ktora sama w sobie moze by¢ niekompletna
lub niespdjna. Nawet jesli istnieje precyzyjna specyfikacja formalna, mozna wykazaé, ze nie
istnieje algorytm dowodzacy, iz dowolny program doktadnie odpowiada danej specyfikacji.
Whbrew tym trudnosciom, bardzo korzystne jest jednak przedstawienie i udowodnienie
okreslonych twierdzen odnosnie do programéw. Niezmienniki petli w programie sg czesto naj-
bardziej przydatne w krétkich wyjasnieniach opisujacych dziatanie programu. Co wigcej, pro-
gramista powinien mie¢ na uwadze niezmienniki petli juz podczas pisania fragmentéw kodu.
Oznacza to, ze musi by¢ powod, dla ktorego program poprawnie dziata i powdd ten czgsto wiaze
si¢ z hipoteza indukcyjna, ktora jest prawdziwa za kazdym razem, gdy program dziata w petli
lub gdy wykonuje wywotanie rekurencyjne. Programista powinien by¢ w stanie wyobrazi¢ sobie
odpowiedni dowdd, nawet jesli jego zapisanie wiersz po wierszu bytoby niepraktyczne.

Niezmienniki petli

Kluczem do dowodzenia wtasnosci petli w programie jest wybranie niezmiennika petli (ang. loop
invariant) lub twierdzenia indukcyjnego (ang. inductive assertion), ktore jest twierdzeniem S praw-
dziwym za kazdym razem, gdy sterowanie dochodzi do konkretnego miejsca w petli. Twierdzenie
S jest nastepnie dowodzone za pomoca indukcji wzgledem parametru, ktory w pewien sposob mierzy
liczbe przebiegdw petli. Przyktadowo, parametrem moze by¢ liczba dojs¢ do wybranego testu w petli
while, warto$¢ indeksu petli for lub pewne wyrazenie zawierajace zmienne programowe, o ktorych
wiadomo, ze zwigksza si¢ o jeden dla kazdego przebiegu petli.

Przyklad 2.12. Jako pierwszy przyktad zostanie rozwazona petla wewnetrzna funkcji Selec-
tionSort z podrozdziatu 2.2. Oto fragment kodu z oryginalng numeracja wierszy z listingu 2.1:

2)  small = i;

3)  for (j=1+1; j <n; j++)
4) if (A[J] < Alsmalll)
5) small = j;

Jak Czytelnik zapewne pamigta, celem tych instrukcji bylo przypisanie zmiennej small indeksu
najmniejszego elementu tablicy A[1..n-1]. Aby sprawdzi¢ poprawnos¢ tego rozwiazania, wystar-
czy przeanalizowa¢ schemat blokowy z rysunku 2.8. Schemat pokazuje pig¢ krokéw niezbednych
do wykonania programu:

(1) Najpierw nastgpuje inicjalizacja zmiennej small (jest jej przypisywana wartos¢ i) — patrz
wiersz (2).

(2) Na poczatku petli for (w wierszu (3)), nastepuje inicjalizacja zmiennej j wartoscig i+1.

(3) Nastepnie nastgpuje sprawdzenie czy j < n.

(4) Jesli tak, wykonywane jest ciato petli, ktore sktada si¢ z wierszy (4) i (5).

(5) Nakoncu ciata petli nastepuje zwickszenie warto$ci zmiennej j i powrot do instrukcji warunkowe;.
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—> S(k)
nie
tak
ciato petli
wiersze (4) i (5)
RYSUNEK 2.8.
j =3+l Schemat blokowy
dla petli wewnetrznej
| funkcji SelectionSort

Na rysunku 2.8 zaznaczono punkt znajdujacy si¢ bezposrednio przed instrukcja warunkowa,
ktéry oznaczono za pomoca niezmiennika petli nazwanego S(k); za moment okaze sig, jaka postaé
powinno miec to twierdzenie. W momencie dojscia do instrukcji warunkowej po raz pierwszy zmienna
J ma wartos¢ i+1, zmienna small przechowuje natomiast warto$¢ i. Za drugim razem zmienna j ma
wartos¢ i+2, gdyz zostata juz raz zwigkszona. Poniewaz w ciele petli (wiersze (4) i (5)) zmiennej small
jest przypisywana warto$¢ i+1, jesli A[i+1] jest mniejsze od A[7], wiadomo, Zze zmienna small prze-
chowuje indeks mniejszego z pary elementow A[7] oraz A[i+17’.

Podobnie, gdy po raz trzeci dochodzi si¢ do instrukcji warunkowej, zmienna j przyjmuje warto$é
i+3, a zmiennej small zostaje przypisana warto$¢ indeksu najmniejszego elementu tablicy A[1..7+2].
Mozna zatem sprobowac udowodni¢ ponizsze twierdzenie, ktore wydaje si¢ by¢ ogdlna reguta.

TWIERDZENIE S(k): jesli dochodzi si¢ do testu j < n w instrukcji for w wierszu (3), gdzie & jest
wartoscia indeksu petli j, to wartoscia zmiennej small jest indeks najmniejszego elementu ta-
blicy A[i..k-11.

Nalezy zauwazy¢, ze litera k okresla jedng z warto$ci przyjmowanych przez zmienna j w trakcie
przechodzenia petli. Takie rozwiazanie jest mniej skomplikowane niz proba wykorzystania j jako
wartosci zmiennej j, poniewaz niekiedy zachodzi koniecznos¢ zachowania niezmienionej wartosci k,
podczas gdy warto$¢ zmiennej j bedzie podlega¢ zmianom. Nalezy réwniez zauwazy¢, ze S(k) ma
postaé ,,jesli dochodzimy do ...”, poniewaz dla niektorych wartos$ci k£ moze okaza¢ sig, ze dojscie

> W przypadku ich réwnosci, zmienna small przyjmuje warto$é i. W ogdlnosci, przyjmujemy, ze takie
réwnosci nie wystepuja i uzywamy sformutowania ,,najmniejszy element”, gdy w rzeczywistosci chodzi nam
0 ,,pierwsze wystapienie najmniejszego elementu”.
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do warunku petli jest niemozliwe, na przyktad jesli przerwie si¢ jej dziatanie dla jakiej$ mniejszej
wartosci indeksu petli j. Jesli & jest jedng z tych wartosci, to S(k) na pewno jest prawdziwe, po-
niewaz dowolne twierdzenie postaci ,,jesli 4 to B” jest prawdziwe, gdy 4 jest fatszywe.

PODSTAWA. Przypadek podstawowy ma postac: k = i+1, gdzie i jest wartosciag zmiennej 1 z wier-
sza (3)°. Na poczatku petli j = i+1, co oznacza, ze wlasnie zostata wykonana instrukcja z wiersza
(2), ktéra powoduje przypisanie zmiennej small wartosci i, oraz zostata zainicjalizowana zmienna
J wartoscig i+1, rozpoczynajac tym samym dziatanie petli. Twierdzenie S(i+1) okresla, ze small jest
indeksem najmniejszego elementu tablicy A[1..1], co oznacza, ze wartoscia zmiennej small musi
by¢ wartosc¢ i. Z technicznego punktu widzenia, nalezy takze wykazaé, ze zmienna j nie moze nigdy
przyjac¢ wartosci i+1, poza momentem dojscia do pierwszego testu. Mozna to wyjasni¢ intuicyjnie —
za kazdym razem, gdy wykonywana jest iteracja petli, zostaje zwigkszona warto$¢ zmiennej J,
zatem jej wartos¢ nigdy nie wroci do najnizszego poziomu, czyli i+1 (dla pelnej jasnosci, naleza-
loby przedstawi¢ odpowiedni dowod indukeyjny dla zatozenia, ze j > i+1 z wyjatkiem pierwszego
przejscia przez test). Wykazano wigc, ze podstawa, S(i+1), jest prawdziwa.

INDUKCJA. Jako hipoteza indukcyjna zostaje przyjete zatozenie, ze S(k) jest prawdziwe dla
pewnego k> i+1, a nastgpnie dowiedziona prawdziwos¢ twierdzenia S(k+1). Po pierwsze, jesli k> n,
nastepuje przerwanie dziatania petli nie p6zniej niz w momencie, gdy zmienna j osiaga wartos¢ k; daje
to pewnos¢, ze nigdy nie dochodzi si¢ do warunku petli z wartoscia zmiennej j rowna k+1. W takim
przypadku, S(k+1) na pewno jest prawdziwe.

Zatézmy wigc, ze k < n, tak aby moc sprawdzi¢ twierdzenie dla zmiennej j rownej k+1. S(k)
okresla, ze zmienna small indeksuje najmniejszy element tablicy A[i..k-11; S(k+1) okresla, ze zmienna
small indeksuje najmniejszy element tablicy A[i..k]. Nalezy rozwazy¢, co dzieje si¢ w ciele petli
(wiersze (4) 1 (5)), gdy zmienna j ma warto§¢ k — istniejg wowczas dwa przypadki uzaleznione od
prawdziwosci warunku z wiersza (4):

(1) Jesli A[k] jest nie mniejsze od najmniejszego elementu A[1..k-11, to wartos¢ zmiennej small
nie ulega zmianie. Jednak w takim przypadku zmienna small indeksuje takze najmniejszy ele-
ment tablicy A[i..k], poniewaz A[k] nie jest tym najmniejszym elementem. Mozna zatem wy-
wnioskowac, ze w tym przypadku twierdzenie S(k+1) jest prawdziwe.

(2) Jesli wartos¢ A[k] jest mniejsza od najmniejszego sposrdd elementéw od A[i] do A[k—1], to
zmiennej small zostaje przypisana wartos¢ k. Ponownie mozna wywnioskowac, ze twierdzenie
S(k+1) jest prawdziwe, poniewaz k jest indeksem najmniejszego elementu tablicy A[1. .k].

W obu przypadkach zmienna small jest indeksem najmniejszego elementu tablicy A[i..k]. Przebieg
petli for powoduje zwigkszenie wartos$ci zmiennej j. Zatem bezposrednio przed sprawdzeniem wa-
runkiem petli, gdy j ma warto$¢ k+1, twierdzenie S(k+1) jest prawdziwe. W ten sposob wykazano,
ze S(k) implikuje S(k+1). Stanowi to ostatni etap indukcji i mozna wywnioskowaé, ze S(k) jest
prawdziwe dla wszystkich wartosci k> i+1.

Nastepnie twierdzenie S(k) zostanie zastosowane w celu wyciagnigcia wnioskow na temat petli
wewngtrznej w wierszach od (3) do (5). Wyjscie z petli nastepuje wowczas, gdy wartos¢ zmiennej
J osiaga n. Poniewaz S(n) okresla, ze zmienna small indeksuje najmniejszy element tablicy A[i..n-1],
mozna wyciagna¢ ciekawy wniosek na temat dzialania petli wewnetrznej. Zagadnieniu temu po-
Swigcony zostat kolejny przyktad. e

¢ Jak dlugo rozwazamy tylko wiersze od (3) do (5), tak dlugo warto$¢ zmiennej i nie jest modyfikowana.
Warto$¢ i+1 jest wigc stala, ktora bez przeszkdd mozna wykorzysta¢ w charakterze warto$ci podstawowe;.
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Przykiad 2.13. Ponizej zostanie rozwazona cata funkcja SelectionSort, ktdrej trzon przypomniano
na listingu 2.3. Schemat blokowy dla tego kodu przedstawiono na rysunku 2.9, na ktéorym wyrazenie
»ciato petli” odnosi si¢ do wierszy od 2. do 8. z listingu 2.3. Rozpatrywane twierdzenie indukcyjne,
ktdre jest okreslane jako 7(m), ponownie dotyczy tego, co jest prawda bezposrednio przed sprawdze-
niem warunku zakonczenia wykonywania petli. Mowiac nieformalnie, w momencie, gdy zmienna i ma
warto$¢ m, wybrano juz m najmniejszych elementéw tablicy i posortowano je na jej poczatku. Sciglej
rzecz ujmujac, nalezy dowies¢ ponizsze twierdzenie 7(m) za pomoca indukcji wzgledem m.

LISTING 2.3.
Ciato funkcji SelectionSort

(1) for (i =0; 1 <n-1; 1++) {
(2) small =

(3) for (J = i+l; J <n; j++)
(4) T (A[J] < Alsmalll)
(5) small = j

(6) temp = Alsmall];

(7) Alsmall]l = A[1]1;

(8) Al1] = temp;

}

nie

tak

ciato petli
wiersze od (2) do (8)

i =i+l

]

RYSUNEK 2.9.
Schemat blokowy
dla catej funkcji
sortowania przez
wybieranie

TWIERDZENIE 7(m): jesli dochodzimy do warunku petli i < n—1 w wierszu (1) z wartoscia

zmiennej i réwna m, to:

(a) elementy tablicy A[0..m-1] sa juz posortowane, co oznacza, ze A[0] < A[1] < ... < A[m—1].
(b) wszystkie elementy tablicy Alm. .n-1] sa co najmniej tak duze, jak wszystkie elementy tablicy

AL0..m-17.
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PODSTAWA. Przypadkiem podstawowym jest m = 0. Z oczywistych powoddéw podstawa jest
prawdziwa. Jesli przyjrzymy si¢ twierdzeniu 7(0), punkt (a) okresla, ze elementy tablicy A[0..-1]
sa posortowane. Przedziat A[0], ..., A[—1] nie zawiera jednak Zadnych elementdéw, zatem punkt (a)
musi by¢ prawdziwy. Podobnie, punkt (b) twierdzenia 7(0) okresla, ze wszystkie elementy tablicy
A[0..n-17 sa co najmniej tak duze, jak wszystkie elementy tablicy A[0..-1]. Poniewaz drugi prze-
dziat nie zawiera zadnych elementdéw, punkt (b) takze jest prawdziwy.

INDUKCJA. Na potrzeby kroku indukcyjnego zakladamy, ze twierdzenie 7(m) jest prawdziwe
dla pewnego m > 0 i wykazujemy, ze prawdziwe jest twierdzenie T(m+1). Podobnie jak w przy-
ktadzie 2.12, nalezy sprobowaé dowies¢ prawdziwosci twierdzenia w postaci ,,jezeli 4, to B”, kto-
re jest prawdziwe zawsze wtedy, gdy A4 jest fatszywe. T(m+1) jest wigc prawdziwe, jesli zatozenie,
ze sprawdzenie warunku petli for jest osiagane z wartoscia i rowna m+1 jest falszywe. Mozna
wigc zalozy¢, ze faktycznie sprawdzenie to jest osiggane ze zmienna i o warto$¢ m+1, co oznacza,
ze mozna zatozy¢, iz m < n—1.

Kiedy zmienna i ma warto$¢ m, ciato petli znajduje najmniejszy element tablicy A[m..n-1]
(dowiedziono tego dla twierdzenia S(m) w przyktadzie 2.12). Znaleziony element jest wymieniany
z elementem A[m] w wierszach od (6) do (8). Punkt (b) hipotezy indukcyjnej dla T(m) stwierdza,
ze wybierany element musi by¢ co najmniej tak duzy, jak wszystkie elementy tablicy A[0..m-1].
Co wigcej, te elementy musza by¢ juz posortowane, zatem wszystkie elementy tablicy A[0..m] sa
juz posortowane. To dowodzi stusznos$ci punktu (a) dla twierdzenia 7(m+1).

Aby udowodnié prawdziwos¢ punktu (b) dla twierdzenia 7(m+1), mozna pokazac, ze element
A[m] zostat wybrany jako element nie wigkszy niz wszystkie elementy tablicy Alm+1..n-1]. Punkt
(b) dla twierdzenia T(m) okresla, ze elementy tablicy A[0..m-1] sa nie wigksze niz wszystkie ele-
menty tablicy A[m+1. .n-1]. Po wykonaniu ciata petli z wierszy od (2) do (8) i zwigkszeniu i wia-
domo, ze wszystkie elementy tablicy Alm+1..n-1] sa co najmniej tak duze, jak wszystkie elementy
tablicy AL0..m]. Poniewaz wartoscia zmiennej i jest teraz m+1, dowodzi to prawdziwosci twier-
dzenia T(m+1), a tym samym stanowi dowdd kroku indukcyjnego.

Niech m = n—1. Wiemy, ze wyjscie z petli zewngtrznej nastepuje w momencie, gdy zmienna i ma
wartos$¢ n—1, zatem twierdzenie 7(n—1) bedzie prawdziwe po zakonczeniu petli. Punkt (a) dla twierdzenia
T(n—1) okresla, ze wszystkie elementy tablicy A[0..n-2] sg posortowane; punkt (b) okresla natomiast,
ze element A[n—1] jest co najmniej tak duzy, jak dowolny inny element. Po zakonczeniu dziatania
programu elementy w tablicy A sa wigc utozone w porzadku niemalejacym, czyli sa posortowane. e

Niezmienniki w petlach while
Jesli mamy do czynienia z petla w postaci:

while (<warunek>)
<ciato>

sensowne jest zazwyczaj znalezienie odpowiedniego niezmiennika petli dla punktu bezposrednio
poprzedzajacego sprawdzenie warunku. W ogoélnosci, nalezy sprobowaé udowodni¢ prawdziwos¢
niezmiennika petli za pomocg indukcji wzgledem liczby przebiegdw petli. Nastgpnie, gdy warunek
okaze si¢ falszywy, mozna wykorzysta¢ niezmiennik petli razem z informacjq o falszywosci wa-
runku do wywnioskowania czego$ przydatnego o tym, co jest prawdziwe po zakonczeniu dziatania
petli while.
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Jednak w przeciwienstwie do petli for, moze nie istnie¢ zmienna, ktdrej wartos¢ odpowiada-
laby tacznej liczbie przebiegow petli while. Co gorsza, podczas gdy petla for gwarantuje okreslong
maksymalng liczbe iteracji (przyktadowo, do n—1 w przypadku petli wewnetrznej funkceji Selec-
tionSort), nie istnieja zadne przestanki do tego, by wierzy¢, ze warunek petli while stanie sie fal-
szywy. Zatem czgscia dowodu poprawnosci petli while jest dowdd jej ostatecznego zakonczenia.
Zazwyczaj tego typu dowody sa oparte na identyfikacji pewnego wyrazenia E, zawierajacego
zmienne wykorzystywane w programie. Przyktadowo:

(1) Wartos¢ wyrazenia E zmniejsza si¢ o co najmniej 1 podczas kazdego przebiegu petli.
(2) Warunek petli jest fatszywy, jesli wartos¢ wyrazenia E jest nie wigksza od pewnej okreslonej
statej, np. 0.

Przyktad 2.14. Funkcje silni, zapisywana jako »!, definiuje si¢ jako iloczyn liczb catkowitych
1x2x%...xn. Przyktadowo, 1! =1, 2! = 1x2 =2, natomiast

51=1x2x3x4x5 =120
Na listingu 2.4 przedstawiono fragment prostego programu obliczajacego »! dla liczb catkowitych n> 1.

LISTING 2.4.
Fragment programu obliczajacego silni¢

(1) scanf("%d", &n);
(2) i=2;
(3) fact = 1;
4) while (i <=n) {
(5) fact = fact*i;
(6) i+
}
(7) printf("%d\n", fact);

Najpierw zostanie wykazane, ze pgtla while zapisana w wierszach od (4) do (6) na listingu 2.4
musi si¢ zakonczy¢. Jako E zostaje okreslone wyrazenie n—i. Nalezy zauwazy¢, ze w kazdym prze-
biegu petli wartos¢ zmiennej i jest zwigkszana o 1 w wierszu (6), zas n pozostaje niezmienione.
Zatem warto$¢ wyrazenia £ zmniejsza si¢ z kazdym przebiegiem petli. Co wigcej, jesli £ jest
mniejsze lub réwne —1, zachodzi n—i < —1, czyli i > n+1. Jesli wigc E ma warto$¢ ujemna, warunek
petli i < n jest falszywy i jej dziatanie konczy si¢. Nie wiadomo, jak duza warto$¢ ma poczatkowo E,
poniewaz nie jest znana odczytywana przez program wartos¢ zmiennej n. Jednak niezaleznie od
niej, E ostatecznie dojdzie do wartosci mniejszej lub réwnej —1 i petla si¢ zakonczy.

Nalezy teraz udowodnié, ze program z listingu 2.4 dziata zgodnie ze swoim przeznaczeniem.
Ponizej przedstawiono odpowiednie twierdzenie o niezmienniku petli, ktéorego prawdziwosé zo-
stanie wykazana za pomoca indukcji wzglgdem wartosci zmiennej 1.

TWIERDZENIE S(j): jesli dochodzimy do warunku petli i < n ze zmienng i o wartosci j, to war-
toscia zmiennej fact jest (j—1)!.

PODSTAWA. Podstawg jest S(2). Do warunku petli mozna doj$¢ ze zmienna i o wartosci 2 tylko
wowczas, gdy wchodzi sig¢ do petli po raz pierwszy. Wczesniej, w wierszach (2) 1 (3) na listingu 2.4,
nastepuje przypisanie zmiennej fact wartosci 1 oraz zmiennej i wartosci 2. Poniewaz 1 = (2-1)!,
podstawa jest prawdziwa.



76 2. ITERACJA, INDUKCJA 1 REKURENCJA

INDUKCIJA. Zalézmy, ze S(j) jest prawdziwe i wykazmy, ze prawdziwe jest takze S(j+1). Jesli j > n,
przerywamy petle while (zmienna i jest wtedy mniejsza lub rowna j), nigdy wiec nie dochodzimy
do warunku petli ze zmienna 1 o wartosci j+1. W takim przypadku twierdzenie S(j+1) jest oczywi-
Scie prawdziwe, poniewaz sformutowano je w postaci ,,jesli dochodzimy do warunku...”.

Zaktadamy zatem, ze j < n i rozwazamy dziatanie programu w momencie, gdy wykonywane
bedzie cialo petli while ze zmienng i o wartosci j. Z hipotezy indukcyjnej wiadomo, Ze zanim zostanie
wykonana instrukcja z wiersza (5), zmienna fact bedzie mie¢ warto§¢ (j—1)! oraz zmienna i bedzie
mie¢ wartos¢ j. Po wykonaniu tej instrukcji zmienna fact przyjmie wartosé jx(j—1)!, czylij!.

W wierszu (6) 1 jest zwigkszane o 1, osiaga tym samym wartos¢ j+1. Zatem w momencie dotar-
cia do warunku petli, przy wartosci zmiennej i wynoszacej j+1, zmienna fact zawiera wartosc j!.
Twierdzenie S(j+1) okresla, ze w momencie, gdy i jest réwne j+1, zmienna fact jest réwna ((j+1)-1)!,
czyli j!. Dowodzi to tym samym prawdziwosci twierdzenia S(j+1) i konczy krok indukcyjny.

Wykazano juz, ze omawiana petla while zakonczy swoje dzialanie. Nie ma watpliwosci, ze
zakonczy si¢ w momencie, gdy zmiennej i zostanie przypisana po raz pierwszy warto$¢ wigksza
od n. Poniewaz zmienna i jest typu catkowitoliczbowego i jest zwigkszana w kazdej iteracji o 1,
kiedy petla konczy swoje dziatanie, zmienna i ma warto§¢ n+1. Zatem w momencie dotarcia do
wiersza (7), twierdzenie S(n+1) musi by¢ prawdziwe. Twierdzenie to méwi jednak, ze zmienna
fact ma warto$¢ n!. Program wyswietla wigc wartos¢ n!, czego nalezato dowiesc.

Ze wzgledow praktycznych nalezy podkresli¢, ze niezaleznie od uzywanego komputera,
przedstawiony na listingu 2.4 program liczacy silni¢ wyswietli wartos¢ n! tylko dla bardzo matych
wartos$ci n. Problem polega na tym, ze funkcja silni ros$nie tak gwattownie, ze rozmiar odpowiedzi
szybko przekracza maksymalng wielkosc¢ liczb catkowitych reprezentowanych na powszechnie uzy-
wanych komputerach.

Cwiczenia

2.5.1. Jaki jest wtasciwy niezmiennik petli for w nastepujacym fragmencie programu, ktory przy-
pisuje zmiennej sum sume liczb catkowitych od 1 do »n?

scanf("%d", &n);

sum = 0;
for (i =1; 1 <=n; i++)
sum = sum+i;

Udowodnij poprawno$¢ wybranego niezmiennika petli za pomoca indukcji wzgledem 1 oraz wyko-
rzystaj go do wykazania, ze program dziata zgodnie z oczekiwaniami.

2.5.2. Ponizszy fragment kodu oblicza sumg liczb catkowitych umieszczonych w tablicy A[0. .n-11:

sum = 0;
for (1 =0; 1 <n; i++)
sum = sum+A[i];

Jaki jest prawidlowy niezmiennik petli? Wykorzystaj go do wykazania, ze powyzszy fragment
dziata zgodnie z oczekiwaniami.

2.5.3*. Rozwaz ponizszy fragment kodu:
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scanf("%d", &n);
X =2;
for (i =1; 1 <=n; i++)

Wiasciwym niezmiennikiem petli dla punktu bezposrednio poprzedzajacego sprawdzenie warunku
i < n jest kryterium: jesli dochodzimy do tego punktu ze zmienng i o wartosci &, to x = 22" Udo-
wodnij za pomoca indukcji wzglgdem k, ze opisany niezmiennik jest poprawny. Jaka jest wartos¢
zmiennej x po zakonczeniu dziatania petli?

2.5.4*. We fragmencie kodu przedstawionym na listingu 2.5 odczytujemy liczby catkowite do
momentu, w ktorym napotkamy ujemna liczbe catkowita — wyswietlamy wowczas taczng sume.
Jaki jest wlasciwy niezmiennik petli dla punktu bezposrednio poprzedzajacego warunek petli?
Wykorzystaj go do wykazania, ze fragment kodu dziala zgodnie z oczekiwaniami.

LISTING 2.5.
Sumowanie listy liczb catkowitych do momentu napotkania liczby ujemne;j

sum = 0;
scanf("%d", &x);
while (x >=0) {
SUM = SUM+X;
scanf("%d", &x);
}

2.5.5. Znajdz najwigksza wartos$¢ n, dla ktorej program z listingu 2.4 dziata poprawnie na Twoim
komputerze. Jaki wptyw na dowodzenie poprawnosci programu ma ograniczona dtugosé repre-
zentowanych liczb catkowitych?

2.5.6. Wykaz za pomoca indukcji wzgledem liczby przebiegow petli ze schematu blokowego przed-
stawionego na rysunku 2.8, ze po pierwszym przejsciu j > i+1.

2.6. Definicje rekurencyjne

W definicji rekursywnej (ang. recursive definition — zwanej tez indukcyjng) definiuje si¢ jedna lub
wigcej klas reprezentujacych $cisle powiagzane ze soba obiekty (lub fakty) na bazie tych samych
obiektow. Taka definicja nie moze by¢ niezrozumiata, jak ,,dany element jest elementem majacym
pewien kolor”, ani paradoksalna, jak ,,co$ jest przyrzadem wtedy i tylko wtedy, gdy nie jest przy-
rzadem”. Definicja rekurencyjna powinna raczej zawierac:

(1) Jedna lub wigcej regul podstawowych (ang. basis rules), z ktérych niektdre definiuja pewne
obiekty proste.

(2) Jedna lub wiecej reguf indukcyjnych (ang. inductive rules), za pomoca ktdrych definiuje si¢
wigksze obiekty na bazie mniejszych z tego samego zbioru.

Przyktad 2.15. W poprzednim podrozdziale zdefiniowano funkcje silni za pomoca algorytmu
iteracyjnego: mnozac 1x2x...xn otrzymywano n!. Mozna jednak zdefiniowaé warto$¢ n! takze reku-
rencyjnie, co przedstawiono ponizej.
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PODSTAWA. 1! = 1.
INDUKCJA. n! = nx(n-1)!.

Przyktadowo, podstawa okresla, ze 1! = 1. Fakt ten mozna wykorzysta¢ w kroku indukcyjnym
dla n =2 do odkrycia, ze:

21=2x11=2x1=2
Dlan =3, 415 otrzymujemy:

31=3x21=3x2=6

41 =4x3! =4x6 =24

51=5x4!1=5x24 =120
itd. Mimo Ze na pierwszy rzut oka pojecie silni zdefiniowano na podstawie samej silni, w praktyce
mozna otrzymac¢ warto$¢ n! dla rosnacych wartosci parametru #, opierajac si¢ wylacznie na warto-
sciach silni obliczonych dla mniejszych wartosci n. Nowa definicja silni jest wigc sensowna.

Scisle rzecz ujmujac, nalezy udowodnié, ze przedstawiona rekurencyjna definicja n! daje te
same wyniki, co przedstawiona wcze$niej definicja oryginalna:
n! =1x2x...Xn

Aby tego dokonaé, nalezy udowodni¢ nastgpujace twierdzenie:
TWIERDZENIE S(n): zdefiniowana rekurencyjnie powyzej funkcja n! jest rbwna 1x2x...xn.

Dowdd bedzie stanowit indukcj¢ wzgledem 7.

PODSTAWA. S(1) jest oczywiscie prawdziwe. Podstawa definicji rekurencyjnej okresla, ze 1! = 1;
iloczyn 1x...x1 (czyli iloczyn liczb catkowitych ,,od 1 do 1), jest oczywiscie rowny 1.

INDUKCJA. Zatézmy, ze S(n) jest prawdziwe, co oznacza, ze wartos¢ n! opisana powyzsza defi-
nicjq rekurencyjna jest rowna 1x2x...xn. Definicja rekurencyjna okresla, ze:

(n+D!=(m+1)xn!
Wykorzystujac prawo przemiennosci mnozenia mozna zauwazyc¢, ze:
(n+1)!=nx(n+1) (2.11)
Z hipotezy indukcyjnej wiadomo, ze:
nl=1x2x..xn
Mozna wigc wyrazenie 1x2x...xn podstawi¢ w rownaniu (2.11) zamiast #!. Otrzymuje si¢ wowczas:

(n+Dl=1x2x..xnx(n+1)
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czyli twierdzenie S(n+1). Udowodniono wigc hipoteze indukcyjng i wykazano, ze podana definicja
rekurencyjna funkcji n! jest rOwnowazna z definicjq iteracyjng. e

Rysunek 2.10 sugeruje ogdlny charakter definicji rekurencyjnej. Jej struktura jest podobna do
indukcji zupelnej, w ktdrej istnieje nieskonczona sekwencja przypadkoéw, z ktérych kazdy moze
zaleze¢ od dowolnego lub od wszystkich wczesniejszych przypadkdéw. W pierwszej kolejnosci nalezy
zastosowac regute lub reguly podstawowe. W drugim etapie stosuje si¢ regule lub reguty induk-
cyjne wzgledem juz posiadanych elementow, w celu skonstruowania nowych faktéw lub obiektow.
W kolejnym przebiegu ponownie nalezy zastosowaé reguty indukcyjne wzgledem posiadanych ele-
mentdw, otrzymujac nowe fakty lub obiekty, itd.

drugie

przypadek
podstawowy

RYSUNEK 2.10. W definicji rekurencyjnej, obiekty sa konstruowane w kolejnych przebiegach
(obiekty skonstruowane w jednym etapie moga zaleze¢ od obiektéw skonstruowanych we wszystkich
weczesniejszych etapach)

W przyktadzie 2.15, w ktorym zdefiniowano funkcje silni, warto$¢ 1! odkryto na podstawie
przypadku podstawowego, 2! po jednym zastosowaniu kroku indukcyjnego, 3! po dwdch takich za-
stosowaniach, itd. Zaprezentowana indukcja miata wigc ,,typowa” postac, w ktorej na kazdym etapie
wykorzystywano wylacznie to, co odkryto w poprzednim etapie.

Przykiad 2.16. W podrozdziale 2.2 zdefiniowano pojecie porzadku leksykograficznego dla ciagdw
i przedstawiona definicja byla, zgodnie ze swoim charakterem, iteracyjna. Z grubsza rzecz biorac,
nalezy sprawdzi¢ czy ciag c;...c, poprzedza ciag d,...d,, pordwnujac od lewej strony odpowiednie
symbole ¢; i d;, az do napotkania i, dla ktérego c; # d; lub osiagnigcia konca jednego z poréownywanych
ciagow. Ponizsza definicja rekurencyjna definiuje taka pare ciagdw w i x, ze w poprzedza x w porzadku
leksykograficznym. Zgodnie z intuicja, indukcja jest stosowana wzgledem liczby par identycznych
znakdw rozpoczynajacych oba poréwnywane ciagi.

PODSTAWA. Podstawa opisuje takie pary ciagow, ze mozna natychmiast odpowiedzie¢ na pyta-
nie, ktdry jest pierwszym w kolejnosci leksykograficznej. Podstawa sktada si¢ z dwdch czescei:

(1) e<wdladowolnego ciagu w réznego od ¢. Jak Czytelnik zapewne pamigta, ¢ jest ciagiem pustym,
czyli takim, ktéry nie zawiera zadnych znakéw.
(2) Jesli ¢ <d, gdzie ¢ i d sa znakami, to dla dowolnych ciagéw w i x zachodzi cw < dx.

INDUKCJA. Jesli w < x dla ciagdw w i x, to dla dowolnego znaku ¢ zachodzi cw < cx.
Przyktadowo, mozna wykorzysta¢ powyzsza definicj¢ do wykazania, ze base < batter. Na

podstawie drugiej reguty podstawy, gdzie ¢ = s, d=1t, w = e oraz x = ter, mamy se < tter. Po jed-
nokrotnym zastosowaniu reguly rekurencyjnej, dla ¢ = a, w = se i x = tter, mozna wywnioskowac,
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ze ase < atter. Wreszcie, po zastosowaniu reguty rekurencyjnej po raz drugi dla ¢ = b, w = ase
ix = atter, okazuje sig, ze base < batter, co oznacza, ze podstawa i kroki indukcyjne przebiegaty
nastepujaco:

se < tter
ase < atter
base < batter

Mozna takze wykazac, ze bat < batter, jak ponizej. Czg$¢ 1. podstawy okresla, ze ¢ < ter.
Jesli trzykrotnie zastosuje si¢ regule rekurencyjna, dla ¢ kolejno rownego t, a oraz b, otrzymuje sig
nastepujaca sekwencj¢ wnioskow:

e < ter

t < tter
at < atter
bat < batter

Nalezy teraz dowies¢ za pomoca indukcji wzgledem liczby identycznych znakdéw na poczatku
obu ciagdw, ze jeden ciag poprzedza drugi zgodnie z definicja z podrozdziatu 2.2, wtedy i tylko wtedy,
gdy poprzedza go zgodnie z przedstawiona whasnie definicja rekurencyjng. Oba dowody indukcyjne
pozostawiono Czytelnikowi jako ¢wiczenia. e

W przyktadzie 2.16 zasugerowany na rysunku 2.10 zbior faktow jest catkiem duzy. Przypadek
podstawowy opisuje wszystkie fakty w < x, dla ktorych albo w = ¢, albo w i x rozpoczynaja si¢ od
réznych liter. Jedno zastosowanie kroku indukcyjnego prowadzi do wszystkich faktéw w < x,
gdzie w i x maja dokladnie jedna wspdlna liter¢ poczatkowa. Drugie zastosowanie obejmuje przy-
padki, w ktérych w i x maja doktadnie dwie wspdlne litery poczatkowe, itd.

Wyrazenia

Wszystkie rodzaje wyrazen arytmetycznych mozna w naturalny sposob zdefiniowaé rekurencyjnie.
W podstawie definicji nalezy okresli¢ dopuszczalne operandy niepodzielne. Przyktadowo, w jezy-
ku C operandami niepodzielnymi moga by¢ zmienne lub state. Nastgpnie indukcja okresla, jakie
operatory mozna stosowa¢ oraz na ilu operandach kazdy z nich dziata. Na przyktad, w jezyku C
operator < mozna stosowa¢ wzgledem dwodch operandéw, symbol operatora - mozna stosowac
wzgledem jednego lub dwoch operanddéw, natomiast operator wywotania funkcji (reprezentowany
przez par¢ nawias6w oraz dowolng liczbg potrzebnych przecinkéw) mozna stosowac dla jednego
lub wigkszej liczby operanddéw: f(ai, .., an).

Przykiad 2.17. Nastepujacy zbior wyrazen czesto okresla sie jako ,,wyrazenia arytmetyczne”.
PODSTAWA. Ponizsze typy operandow niepodzielnych sa wyrazeniami arytmetycznymi:
(1) Zmienne.

(2) Liczby calkowite.
(3) Liczby rzeczywiste.
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INDUKCIJA. Jedli E; i E, sa wyrazeniami arytmetycznymi, to nastepujace zdania takze sa wyra-
zeniami arytmetycznymi:

(1) (Ei+Ey)
(2) (Ei—E»)
(3) (EixEy)
4) (E\/Ey)

O operatorach +, -, x oraz / méwi si¢, ze sa operatorami dwuargumentowymi (ang. binary), po-
niewaz dziataja na dwoch argumentach. Mowi sig takze, ze sa to operatory wrostkowe (ang. infix),
poniewaz sa wstawiane pomiedzy swoimi dwoma argumentami.

Dodatkowo, znak minusa, poza odejmowaniem, moze oznaczaé liczb¢ ujemng (zmian¢ znaku).
Te mozliwos$¢ uwzglednia piata, ostatnia reguta rekurencyjna:

(5) Jesli E jest wyrazeniem arytmetycznym, to takim wyrazeniem jest takze (—E).

O operatorze takim jak (-) w regule piatej, ktéry dziata tylko na jednym operandzie, moéwi sig, ze
jest operatorem jednoargumentowym (ang. unary). Mowi si¢ takze, ze jest to operator przedrost-
kowy (ang. prefix), poniewaz stawia si¢ go przed jego argumentem.

Na rysunku 2.11 przedstawiono pewne wyrazenia arytmetyczne i wyjasniono dlaczego sa one
wyrazeniami. Warto zauwazy¢, ze nawiasy sa niekiedy zbedne i mozna je pomina¢ w zapisie wyra-
zen. W ostatnim wyrazeniu (vi) nawias zewnetrzny mozna pominac i zapisac cate wyrazenie w po-
staci yx(—(x+10)). Nie mozna natomiast pominaé nawiasu zawierajacego wyrazenie x+10, ponie-
waz wyrazenie postaci yX—x+10 byloby interpretowane jako (yx—x)+10, ktére nie jest wyrazeniem
réwnowaznym (wystarczy sprawdzié to np. dla y =1 orazx =0)". e

i) x Reguta podstawowa (1)
ii)y 10 Reguta podstawowa (2)
iii)y (x+10) Reguta rekurencyjna (1) na podstawie punktow (i) oraz (ii)
iv) (—=(x+10)) Reguta rekurencyjna (5) na podstawie punktu (i) RYSUNEK 2.11.
v) y Reguta podstawowa (1) Kilka przyktadowych

vi) (yx(=(x+10))) Reguta rekurencyjna (3) na podstawie punktéw (v) oraz (iv) wyrazen arytmetycznych

Nawiasy zbilansowane
Spotykane w wyrazeniach ciagi nawiaséw nazywamy nawiasami zbilansowanymi (ang. balanced

parentheses). Przyktadowo, w wyrazeniu (vi) z rysunku 2.11 wystepuje wzorzec ( ( () ) ), nato-
miast wyrazenie:

((a+b)(c+d)—e))

7 Nawiasy sa niepotrzebne, jesli ich znaczenie pokrywa si¢ z konwencjonalng kolejnoscia dziatan (najpierw
jednoargumentowy minus, potem mnozenie i dzielenie, na koncu dodawanie i odejmowanie) oraz zasadg ,,lewej
Tacznosci”, ktéra méwi o tym, Ze operatory na tym samym poziomie pierwszenstwa dziatan (np. ciag pluséow i mi-
nusow) grupuje si¢ od lewej strony. Wspomniane konwencje powinny by¢ znane zaréwno z jezyka C, jak i zwyklej
arytmetyki.
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Wigcej terminologii zwigzanej z operatorami

Operator jednoargumentowy zapisywany po argumencie, jak w przypadku operatora silni (!)
w wyrazeniach typu n!, okresla si¢ jako operator przyrostkowy (ang. postfix). Operatory dzia-
lajace na wigcej niz jednym operandzie moga by¢ zardwno operatorami przedrostkowymi, jak
i przyrostkowymi, jesli wstawia si¢ je odpowiednio przed i po ich argumentach. Ani w jezyku
programowania C, ani w zwyktej arytmetyce nie ma przyktadow tego typu operatoréw, jednak
w podrozdziale 5.4 zostang omowione notacje, w ktorych wszystkie operatory sa przedrost-
kowe lub przyrostkowe.

(ang. ternary). W jezyku C takim operatorem jest ?:, wyrazenie C?x:y oznacza bowiem: ,jesli c,
to x; w przeciwnym razie, y”. W og6lnosci, jesli operator dziata na k argumentach, mowi sig
0 nim, ze jest operatorem k-argumentowym.

Operator dzialajacy na trzech argumentach nosi nazwe¢ operatora trzyargumentowego

zawiera wzorzec ( () ( () ) ). Ciag pusty (¢) takze jest ciagiem zbilansowanych nawiaséw, jest
to na przyktad wzorzec wyrazenia x. W ogdlnosci, warunkiem istnienia ciagu zbilansowanych na-
wiasow jest mozliwos$¢ dopasowania kazdego lewego nawiasu do prawego, wystepujacego gdzies
na prawo od niego. Definicja ,,ciagu zbilansowanych nawiaséw” sktada si¢ wigc z dwdch regut:

(1)
2

Ciag zbilansowanych nawiasoéw zawiera taka sama liczbe lewych i prawych nawiasow.

Gdy analizuje si¢ ciag od strony lewej do prawej, profil ciagu nigdy nie jest ujemny, gdzie profil
oznacza liczbe znalezionych do danego momentu lewych nawiasow pomniejszona o liczbe
znalezionych prawych nawiasow.

Warto zauwazy¢, ze na poczatku i na koncu analizy profil musi mie¢ wartos¢ 0. Przyktadowo, rysu-
nek 2.12(a) przedstawia profil dla ciagu ( () ( () ) ), za$ rysunek 2.12(b) dlaciagu () ( () ) ().

o =~ N W

c )y ¢ ) )
(a) Profil tancucha (() (()))

]
[ ]

C )y C )y )y RYSUNEK 2.12.
Profile dla dwéch
(b) Profil taricucha () ( () ) () ciagdw nawiasow

Istnieje wiele rekurencyjnych definicji dla notacji ,,zbilansowanych nawiaséw”. Ponizsza defi-

nicja jest sprytnie sformulowana, jednak zostanie pokazane, Zze jest rtOwnowazna z wczesniejsza,
nierekurencyjng definicja profilu.
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PODSTAWA. Ciag pusty jest ciagiem zbilansowanych nawiasoéw.

INDUKCJA. Jesli x 1 y sa ciagami zbilansowanych nawiasow, to takze (x)y jest ciagiem zbilan-
sowanych nawiasow.

Przykiad 2.18. Zgodnie z podstawa, ¢ jest ciagiem zbilansowanych nawiaséw. Jesli przedsta-
wiona reguta rekurencyjng zostanie zastosowana dla x i y réwnych ¢, dochodzi si¢ do stwierdzenia,
ze ciag () jest zbilansowany. Warto zauwazy¢, ze jesli podstawi sie ciag pusty za zmienna, np. x
lub y, w procesie wnioskowania ta zmienna ,,zniknie”. Mozna wdowczas zastosowac regute reku-
rencyjng dla wartosci:

(1) x= () orazy = ¢ do odkrycia, ze ( () ) jest ciagiem zbilansowanym.
(2) x=e¢orazy= () do stwierdzenia, ze () () jest ciagiem zbilansowanym.
(3) x=y= () do wywnioskowania, ze ( () ) () jest ciagiem zbilansowanym.

[ ostatni przyktad: poniewaz wiadomo, ze ( () ) oraz () () sg ciagami zbilansowanymi, mozna przy-
pisaé je odpowiednio do x i y i, za pomoca reguly rekurencyjnej, wykaza¢, ze ( ( () ) ) () () takze
jest ciagiem zbilansowanym. e

Mozna dowiesc, ze te dwie definicje ,,zbilansowanych nawiaséw” opisuja te same zbiory ciagdw.
Aby uprosci¢ rozwazania, ciagi zbilansowane zgodnie z definicja rekurencyjna beda nazywane
zbilansowanymi, za$ ciagi zbilansowane zgodnie z definicja nierekurencyjna beda okreslane jako
posiadajace zbilansowany profil. Oznacza to, ze ciagi ze zbilansowanym profilem to takie, ktdrych
profil na koncu analizy wynosi 0 i nigdy nie jest liczba ujemna. Nalezy udowodni¢ dwie rzeczy:

(1) Kazdy ciag zbilansowany ma zbilansowany profil.
(2) Kazdy ciag o zbilansowanym profilu jest zbilansowany.

Sa to cele dowodow indukcyjnych przeprowadzonych w dwoch kolejnych przyktadach.

Przyklad 2.19. Najpierw zostanie dowiedziona prawdziwosci punktu 1., ktory méwi o tym, ze
kazdy ciag zbilansowany ma zbilansowany profil. Dowodem jest indukcja zupetna odzwierciedlajaca
indukcj¢ wykorzystana do zdefiniowania klasy ciagéw zbilansowanych. Oto dowodzone twierdzenie:

TWIERDZENIE S(n): jesli ciag w jest zdefiniowany jako zbilansowany poprzez n zastosowan
reguty rekurencyjnej, to w ma zbilansowany profil.

PODSTAWA. Podstawa jest n = 0. Jedynym ciagiem, co do ktérego mozna wykazacé, ze jest zbilan-
sowany, bez stosowania reguty rekurencyjnej, jest ciag pusty ¢ — zbilansowany zgodnie z reguta
podstawowa. Profil ciagu pustego, co oczywiste, ma na koncu warto$¢ 0 i nigdy nie ma wartosci
ujemnej, ¢ ma zatem zbilansowany profil.

INDUKCJA. Zatézmy, ze S(i) jest prawdziwe dla i =0, 1, ..., n i rozwazmy przypadek S(n+1), czyli
ciag w, ktérego dowdd zbilansowania wymaga n+1 zastosowan reguly rekurencyjnej. Rozwazmy
ostatnie takie zastosowanie — analizujemy dwa ciagi x i y, o ktérych juz wiemy, ze sa zbilanso-
wane, tworzace ciag w postaci (x)y. Do stworzenia w wykorzystano regul¢ rekurencyjna n+1 razy,
w tym raz w ostatnim kroku, ktory nie byt zwiazany z postacia ani x, ani y. Zatem ani x, ani y nie
wymaga wiecej niz n zastosowan reguly rekurencynej. Hipoteza indukcyjna ma wigc zastosowanie
zaréwno do x, jak i do y, co pozwala na wyciagnigcie wniosku, ze x i y majg zbilansowane profile.
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Przyktadowy profil ciagu w przedstawiono na rysunku 2.13. Najpierw profil podnosi si¢ o jeden
poziom w odpowiedzi na pierwszy lewy nawias. Nastgpnie nastgpuje profil ciagu x, ktéry dalej pod-
nosi profil na kolejny poziom ponad dotychczasowy (oznaczony przerywang linia). Wykorzystano
hipoteze indukcyjna do wywnioskowania, Ze ciag x ma zbilansowany profil, czyli taki, ktéry na koncu
analizy ma wartos¢ 0 i nigdy nie ma wartosci ujemnej. Czes$¢ profilu ciagu w zwiazana z ciagiem x
podnosi si¢ o jeden poziom (patrz rysunek 2.13), zatem rozpoczyna si¢ od poziomu 1 i nigdy ponizej
tego poziomu nie schodzi.

profil
tancucha x )
profil
1 e tancucha y
RYSUNEK 2.13.
0 Konstruowanie
( X ) y profilu ciagu w = (X)y

Jawnie uzyty prawy nawias pomigdzy x i y obniza profil ciagu w do poziomu 0. Nastepnie roz-
poczyna si¢ profil ciagu y. Zgodnie z hipoteza indukcyjna, ciag y ma zbilansowany profil, zatem
czgs$¢ profilu ciagu w zwiazana z ciggiem y nie schodzi ponizej poziomu 0 i konczy profil ciagu w na
poziomie 0.

Skonstruowano wiasnie profil ciagu w i przekonano si¢, ze spelnia on warunki ciagu o zbilanso-
wanym profilu, czyli takiego, ktory rozpoczyna si¢ i konczy na poziomie 0 i nigdy nie przyjmuje warto-
sci ujemnych. Udowodniono wigc, ze jesli ciag jest zbilansowany, to ma zbilansowany profil. e

Teraz nalezy skupi¢ si¢ na drugim kierunku réwnowaznos$ci pomigdzy dwiema definicjami ,,na-
wiasow zbilansowanych”. W kolejnym przyktadzie zostanie pokazane, ze ciag o zbilansowanym pro-
filu jest zbilansowany.

Przyklad 2.20. Nalezy dowies¢ prawdziwosci drugiej czesci definicji, zgodnie z ktora ,,ciag
o zbilansowanym profilu” implikuje ,,ciag zbilansowany”. Zostanie wykorzystana indukcja zupelna
wzgledem dtugosci ciagu nawiaséw. Formalny zapis twierdzenia przedstawiono ponize;j.

TWIERDZENIE S(n): jesli ciag w o dtugosci » ma zbilansowany profil, to jest zbilansowany.

PODSTAWA. Jesli n = 0, ciag musi by¢ pusty (¢). Z reguty podstawowej definicji rekurencyjne;j
wiadomo, ze ciag ¢ jest zbilansowany.

INDUKCJA. Przypusémy, Ze ciagi o zbilansowanym profilu, o dtugosci rownej lub mniejszej od n,
sa zbilansowane. Nalezy dowies¢ twierdzenie S(n+1), czyli, Ze ciagi o zbilansowanym profilu, o dtu-
gosci nt1 takze sa zbilansowane®. Rozwazmy taki ciag w. Poniewaz ciag w ma zbilansowany profil,
nie moze si¢ rozpoczynaé¢ od prawego nawiasu — jego profil bytby wowczas juz na samym po-
czatku analizy ujemny. Ciag w rozpoczyna si¢ wigc od lewego nawiasu.

8 Warto zauwazy¢, ze wszystkie ciagi o zbilansowanym profilu maja parzysta dhugosé, nieparzystosé n+1
nie jest wigc problemem. Kryterium parzystosci # nie jest bowiem brane pod uwage podczas dowodu.
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Dowody dla definicji rekurencyjnych

Warto zauwazy¢, ze przyktad 2.19 dowodzi prawdziwosci zalozenia dotyczacego klasy reku-
rencyjnie zdefiniowanych obiektow (zbilansowanych ciagéw nawiaséw) za pomoca indukcji
wzgledem liczby zastosowan reguty rekurencyjnej prowadzacych do stwierdzenia, ze obiekt
nalezy do zdefiniowanej klasy. Jest to powszechny sposdb postgpowania z pojeciami definio-
wanymi rekurencyjnie; faktycznie jest to takze jedna z przyczyn uzytecznosci takich definicji.
Wystarczy przypomnie¢ przyktad 2.15, w ktérym udowodniono wtasnos¢ zdefiniowanej reku-
rencyjnie funkcji silnia (n! jest iloczynem liczb catkowitych od 1 do ) za pomocg indukcji
wzgledem n. Jednak #n to takze 1 plus liczba zastosowan reguly rekurencyjnej w definicji »!,
zatem dowod mozna byto rowniez potraktowac jako indukcje wzgledem liczby zastosowan re-
guly rekurencyjne;.

Podzielmy teraz ciag w na dwie czgsci. Pierwsza czg$é rozpoczyna si¢ z poczatkiem ciagu
w i konczy w miejscu, gdzie jego profil wraca do poziomu 0. Druga czes$¢ to reszta ciagu w. Przy-
ktadowo, profil na rysunku 2.12(a) pierwszy raz wraca do poziomu 0 na koncu ciagu, zatem jesli
w=( () ( () ) ), pierwsza czescia jest caly ciagu w, druga jest ciag pusty . Rysunek 2.12(b)
przedstawia ciag w= () ( () ) () — pierwsza czescia jest (), druga ( () ) ().

Pierwsza czg$¢ nigdy nie moze konczy¢ si¢ lewym nawiasem, poniewaz jej profil na pozycji
bezposrednio poprzedzajacej ten nawias bylby wowczas ujemny. Pierwsza cze$¢ zaczyna si¢ wigc
od lewego nawiasu i konczy prawym. Mozna zatem zapisa¢ ciag w w postaci (x)y, gdzie (x) jest
pierwsza czescia, a y druga. Zardéwno x, jak i y sa krotsze od w, jesli wigc mozna wykazac, ze maja
zbilansowane profile, bedzie mozna wykorzysta¢ hipoteze indukcyjng do wywnioskowania, ze sa
takze zbilansowane. Nastgpnie bedzie mozna wykorzysta¢ regule rekurencyjng z definicji zbilan-
sowanego ciagu do wykazania, ze takze ciag w = (x)y jest zbilansowany.

Latwo zauwazy¢, ze y ma zbilansowany profil. Relacje pomiedzy profilami ciagéow w, x i y ilu-
struje rysunek 2.13. Widaé, ze profil ciagu y, ktory rozpoczyna si¢ i konczy na poziomie 0, jest
koncowka profilu ciagu w. Poniewaz w ma zbilansowany profil, mozna wywnioskowaé, ze tak samo
jest w przypadku ciagu y. Wykazanie, ze ciag x ma zbilansowany profil przebiega niemal iden-
tycznie. Profil x jest czgscia profilu w; rozpoczyna si¢ i konczy na poziomie 1 profilu ciagu w,
mozna jednak obnizy¢ ten poziom o jeden w celu otrzymania profilu samego ciagu x. Wiadomo,
ze profil ciagu w nigdy nie spada do poziomu 0 w czgsci zajmowanej przez ciag x, poniewaz wy-
brano (x) jako najkrétszy prefiks ciagu w, koficzacy si¢ w miejscu, w ktorym profil ciagu w spada
wtasnie do poziomu 0. Zatem profil ciagu x wewnatrz ciagu w nigdy nie osiaga poziomu 0 i nigdy
nie przyjmuje wartosci ujemne;.

Wykazano wlasnie, ze zardwno ciag x, jak i y maja zbilansowany profil. Poniewaz oba ciagi sa
krétsze od w, mozna zastosowaé wzgledem nich hipotezg indukcyjng i stwierdzié, ze sa zbilanso-
wane. Reguta rekurencyjna zbilansowanych ciagdw méwi, ze jesli x i y sa zbilansowane, to zbilan-
sowany jest takze ciag (x)y. Wiadomo, ze w = (x)y, zatem ciag w jest zbilansowany. Tym samym
zakonczono krok indukcji i wykazano, ze twierdzenie S(n) jest prawdziwe dla wszystkich n> 0. e

Cwiczenia

2.6.1*. Udowodnij, ze definicje porzadku leksykograficznego przedstawione w przyktadzie 2.16
i podrozdziale 2.2 sa rownowazne. Wskazowka: dowod powinien sktadaé sie z dwdch czescei, z ktdrych
kazda powinna by¢ dowodem indukcyjnym. W pierwszej zaklada si¢, ze w < x zgodnie z definicja
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z przyktadu 2.16. Nalezy dowies¢ prawdziwosci twierdzenia S(i) za pomoca indukcji wzgledem
it ,jesli konieczne jest zastosowane reguly rekurencyjnej i razy do wykazania, ze w < x, to w po-
przedza x zgodnie z definicjq porzadku leksykograficznego z podrozdziatu 2.2”. Podstawa jest
przypadek i = 0. Druga czescig dowodu jest wykazanie, Ze jesli w poprzedza x w porzadku leksyko-
graficznym zgodnie z definicja z podrozdziatu 2.2, to w < x zgodnie z definicja z przyktadu 2.16.
Tym razem nalezy wykorzysta¢ indukcje wzgledem liczby takich samych poczatkowych liter w cia-
gach wix.

2.6.2. Narysuj profile nastgpujacych ciagéw nawiasow:

Ktére majq zbilansowane profile? Dla nich zastosuj definicje rekurencyjna z podrozdziatu 2.6, by
wykazaé, ze sa zbilansowane.

2.6.3*. Wykaz, ze kazdy ciag zbilansowanych nawiaséw (zgodnie z definicja rekurencyjna z pod-
rozdziatu 2.6) jest ciagiem nawiaséw dla pewnego wyrazenia arytmetycznego (definicj¢ wyrazenia
arytmetycznego mozna znalez¢ w przyktadzie 2.17). Wskazowka: wykorzystaj dowod indukcyjny
wzgledem liczby zastosowan reguty rekurencyjnej z definicji ,,zbilansowanych nawiaséw” niezbed-
nych do skonstruowania danego ciagu zbilansowanych nawiasow.

2.6.4. Okresl, czy kazdy z ponizszych operatorow jezyka C jest operatorem przedrostkowym, przy-
rostkowym, czy wrostkowym. Okresl takze, czy przedstawione operatory sa jedno-, dwu-, czy tez
k-argumentowe dla pewnego k> 2:

@ <
(b) &
(c) 7.

2.6.5. Jesli znasz system plikow systemu operacyjnego Unix lub podobnego, podaj definicj¢ reku-
rencyjng mozliwych struktur plikéw i katalogow.

2.6.6%. Pewien zbior liczb catkowitych S jest rekurencyjnie zdefiniowany za pomocg ponizszych regut.
PODSTAWA. 0 nalezy do S.
INDUKCJA. Jesli i nalezy do S, to i+5 oraz i+7 takze naleza do S.

(a) jaka jest najwigksza liczba catkowita, ktora nie nalezy do S?

(b) niech j bedzie odpowiedzia udzielong na poprzednie pytanie. Udowodnij, ze wszystkie liczby cal-
kowite wigksze lub rowne j+1 naleza do S. Wskazowka: zwrd¢ uwage na podobienstwo do éwi-
czenia 2.4.8 (mimo Ze tutaj mamy do czynienia wylacznie z nieujemnymi liczbami calkowitymi).

2.6.7*. Zdefiniuj rekurencyjnie zbidr parzystych ciagdw za pomoca indukcji wzgledem dtugosci
ciagu. Wskazowka: pomocne bedzie jednoczesne zdefiniowanie dwdch pojeé — zaréwno ciagow
parzystych, jak i nieparzystych.

2.6.8*. Posortowana liste liczb catkowitych mozna zdefiniowac w nastgpujacy sposob.
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PODSTAWA. Lista sktadajaca si¢ z jednej liczby calkowitej jest posortowana.

INDUKCJA. Jesli L jest lista posortowana, w ktorej ostatnim elementem jest a, oraz jesli b > a, to
L wraz z wystepujacym po nim b takze tworza lista posortowana.

Udowodnij, ze powyzsza rekurencyjna definicja ,,listy posortowane;j” jest rtOwnowazna z oryginalna,
nierekurencyjna definicja, ktora mowi, ze lista sktada si¢ z liczb catkowitych:

Pamigtaj, ze dowdd bedzie si¢ musiat sktada¢ z dwoch czescei: (a) jesli lista jest posortowana zgodnie
z definicja rekurencyjna, to jest takze posortowana zgodnie z definicja nierekurencyjna; oraz (b)
jesli lista jest posortowana zgodnie z definicja nierekurencyjna, to jest takze posortowana zgodnie
z definicja rekurencyjna. W czesci (a) mozna wykorzystaé indukcj¢ wzgledem liczby zastosowan
reguty rekurencyjnej, a w czgsci (b) — indukcje wzgledem dlugosci listy.

2.6.9%*. Jak zasugerowano na rysunku 2.10, za kazdym razem, gdy mowa o definicji rekurencyjne;j,
mozna sklasyfikowac obiekty zdefiniowane zgodnie z opisem ,,etapu” ich generowania, czyli liczbg
zastosowan kroku indukcyjnego w celu uzyskania danego obiektu. W przyktadach 2.15 i 2.16 opisanie
wynikow wygenerowanych w kazdym z etapow byto dosy¢ tatwe. Niekiedy jest to duzo trudniejsze.
Jak scharakteryzujesz obiekty wygenerowane zgodnie z ponizszymi definicjami w #-tym etapie?

(a) definicja wyrazen arytmetycznych, takich jak opisane w przykladzie 2.17. Wskazowka: jesli
nieobca jest Ci problematyka drzew, ktére zostana omdowione w rozdziale 5., mozesz rozwazy¢
drzewiasta reprezentacj¢ wyrazen;

(b) definicja ciagéw zbilansowanych. Nalezy zauwazy¢, ze ,liczba zastosowan”, omdwiona w przy-
ktadzie 2.19, nie jest tozsama z liczba etapow, w ktorych sa odkrywane ciagi. Przyktadowo, dla ciagu
( O ) () nalezy wykorzystac regute trzykrotnie, ale ciag jest odkrywany juz w drugim etapie.

2.7. Funkcje rekurencyjne

Funkcja rekurencyjna to taka, ktora jest wywolywana z poziomu wiasnej tresci. Takie wywolanie
okresla si¢ jako bezposrednie (ang. direct); przykladowo, funkcja F zawiera we wlasnej tresci
wywotanie funkcji F. Czasem jednak wywotanie jest posrednie (ang. indirect): pewna funkcja F;
wywotuje bezposrednio funkcj¢ F,, ktéra wywoluje bezposrednio funkcje F3, itd., az w koncu na-
lezaca do tej sekwencji pewna funkcja F, wywotuje funkcje F.

Istnieje powszechne przekonanie o tym, Ze nauczenie si¢ programowania iteracyjnego czy tez
stosowania nierekurencyjnych wywotan funkcji jest tatwiejsze niz nauczenie si¢ programowania
rekurencyjnego. Mimo ze nie mozna kategorycznie zaprzeczy¢ tego typu pogladom, autorzy wie-
rza, ze po zdobyciu odpowiedniego doswiadczenia programowanie rekurencyjne jest rownie tatwe.
Programy rekurencyjne sa czgsto mniejsze i tatwiejsze do zrozumienia od ich iteracyjnych odpo-
wiednikow. I, co wazniejsze, niektdre problemy sa znacznie tatwiejsze do rozwigzania za pomoca
programéw rekurencyjnych niz programéw iteracyjnych’.

° Do takich problemow naleza czgsto réznego rodzaju problemy wyszukiwania. Przyktadowo, w roz-
dziale 5. do przeszukiwania drzew zostana wykorzystane pewne algorytmy rekurencyjne, ktdre nie maja do-
godnych odpowiednikéw iteracyjnych (mimo Ze istniejg rOwnowazne algorytmy wykorzystujace stosy).
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Wigcej prawdy w reklamach

Potencjalng wada stosowania rekurencji jest dtugi czas zwiazany z wywotaniami funkcji na
niektorych maszynach — program rekurencyjny moze by¢ bardziej kosztowny czasowo od ite-
racyjnej wersji tego samego programu. Jednak na wielu wspotczesnych maszynach, wywotania
funkcji sg efektywne, zatem ten argument przeciwko wykorzystywaniu programow rekuren-
cyjnych traci na znaczeniu.

Nawet na maszynach z powolnym mechanizmem wywotywania funkcji, mozna okresli¢
profil wykonania programu, by dowiedzie¢ sie, ile czasu traci si¢ na wykonanie poszczegdl-
nych jego czesci. Nastgpnie mozna ponownie opracowac te czes$ci programu, ktdore wyma-
gaja najwigkszych naktadow czasowych, zastgpujac (w razie koniecznosci) rekurencje¢ roz-
wigzaniami iteracyjnymi. W ten sposob mozna wykorzystaé zalety rekurencji w wigkszosci
programu, z wyjatkiem malych fragmentéw kodu, w ktorych szybko$¢ przetwarzania ma
podstawowe znaczenie.

Czgsto mozna opracowywac algorytmy rekurencyjne, nasladujac definicje rekurencyjne zawarte
w specyfikacji programu, ktory jest implementowany. Funkcja rekurencyjna, implementujaca definicje
rekurencyjng sktada si¢ z czgsci podstawowej i indukcyjnej. W czesci podstawowej sprawdza si¢
czesto, czy nie jest rozpatrywany prosty typ danych wejsciowych, dzigki czemu mozna by rozwiazaé
zadanie opierajac si¢ na podstawie definicji, bez koniecznosci stosowania wywotan rekurencyjnych.
Cze$¢ indukcyjna funkcji wymaga jednego lub wigkszej liczby wywolan rekurencyjnych siebie
samej i jest implementacja indukcyjnej czesci definicji. Dobrg ilustracja tego schematu sg przedsta-
wione ponizej przyktady.

Przyklad 2.21. Listing 2.6 zawiera przyklad funkcji rekurencyjnej, obliczajacej ! dla danej dodat-
niej liczby catkowitej n. Funkcja ta jest bezposrednim przeksztatceniem definicji rekurencyjnej dla
funkc;ji silnia z przyktadu 2.15. W wierszu (1) listingu 2.6 nastgpuje rozrdznienie przypadku pod-
stawowego od indukcyjnego. Zaklada sig, ze n > 1, zatem warunek w wierszu (1) sprawdza w rzeczy-
wistosci, czy n = 1. Jesli tak, w wierszu (2) stosowana jest reguta podstawowa, 1! = 1. Jesli n > 1,
w wierszu (3) stosowana jest reguta indukcyjna, n! = nx(n—1)!.

LISTING 2.6.
Funkcja rekurencyjna obliczajaca n! dlan > 1

int fact(int n)
{

(D) if (n<=1)
(2) return 1; /* podstawa */
else
(3) return n*fact(n-1); /* indukcja */

}

Przyktadowo, jesli zostanie wywolana funkcja fact(4), efektem bedzie wywolanie funkcji fact(3),
ktéra wywota funkcje fact(2), a ta z kolei wywota funkcje fact(1). W tym momencie funkcja
fact(1) zastosuje regute podstawowa, poniewaz n < 1, i zwroci do funkcji fact(2) wartosé 1. To
wywotanie funkcji fact wykona wiersz (3) i zwrdci 2 do funkcji fact(3), ktdra z kolei zwroci 6 do
fact(4), a ta zakonczy przetwarzanie na wierszu (3) i jako wynik zwroci wartos¢ 24. Rysunek 2.14
ilustruje schemat wywotan funkcji i zwracanych wartosci. e
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Programowanie defensywne

Program pokazany na listingu 2.6 ilustruje wazne zagadnienie dotyczace pisania programow
rekurencyjnych w taki sposob, by nie zapetlily si¢ w nieskonczonej liczbie wywotan. Zato-
zono tam, ze funkcja fact nigdy nie bedzie wywolywana z argumentem mniejszym od 1.
Najlepszym rozwiazaniem byltoby oczywiscie rozpoczaé te funkcje¢ od sprawdzenia czy n > 1
i, w przypadku niespehienia tego warunku, wyswietli¢ stosowny komunikat o btedzie oraz
zwrdci¢ jakas wartosé, np. 0. Jednak nawet jesli jest si¢ calkowicie pewnym, ze funkcja fact
nigdy nie bedzie wywotywana z warto$cia n < 1, nalezy by¢ na tyle rozwaznym, by umiesci¢
w przypadku podstawowym takze wszystkie ,,blgdne przypadki”. Wowczas funkcja fact wywo-
fana z btednymi danymi wejsciowymi zwrdci po prostu wartosé 1, ktora oczywiscie nie be-
dzie prawidlowym wynikiem, nie powoduje jednak krytycznych btedéw w dziataniu catego
programu (w rzeczywistosci, warto$¢ 1 jest poprawna nawet dla wartosci n = 0, poniewaz,
zgodnie z konwencja, definiuje si¢ 0! jako 1).

Przypusémy jednak, ze zignorowano btedne przypadki i zapisano wiersz (1) z listingu
2.6 jako:

if (n==1)

Jesli nastapi wowczas wywotanie fact(0), dla funkcji bedzie to przyktad zgodny z przypad-
kiem indukcyjnym, co spowoduje wywotanie funkcji fact(-1), nastgpnie fact(-2), itd. Bedzie
to trwato do momentu przerwania dziatania programu na skutek btedu zwiazanego z wyczerpa-
niem si¢ przestrzeni pamieciowej komputera wykorzystywanej do wywotan rekurencyjnych.

Wywotanie * f Zwrécenie wartosci 24
fact (4) fact (4)
Wywotanie * f Zwrécenie wartosci 6

fact(3) fact(3) RYSUNEK 2.14.

Wywotanie * f Zwrbcenie wartosci 2 Wywolania funkcji

fact (2) fact (2) 1 zwrocenia
Wywotanie | 4 Zwrocenie wartosci 1 ich wynikow .
w efekcie wywolania
fact(1) funkeji fact(4)

Zagadnienie rekurencji mozna zobrazowac tak samo, jak miato to wczesniej miejsce w odnie-
sieniu do dowodoéw indukcyjnych czy definicji. Na rysunku 2.15 zatozono, ze istnieje pojecie
»~fozmiaru” argumentoéw funkcji rekurencyjnej. Przyktadowo, w przypadku funkcji fact z przykta-
du 2.21, warto$¢ argumentu 7 juz jest odpowiednim rozmiarem. Zagadnienia zwigzane z rozmia-
rami argumentow zostang przeanalizowane doktadniej w podrozdziale 2.9. Na tym etapie nalezy
jednak stwierdzi¢, Ze istotne znaczenie ma rekurencyjne wywotywanie funkcji dla argumentéw o coraz
mniejszych rozmiarach. Nalezy przeciez osiagnaé ostatecznie przypadek podstawowy — czyli taki,
ktory konczy rekurencje — w momencie, gdy dojdzie si¢ do okreslonego rozmiaru argumentu (na ry-
sunku 2.15 tym rozmiarem jest 0).

W przypadku funkcji fact, stosowane wywolania nie sa tak ogdlne, jak to zasugerowano na
rysunku 2.15. Wywotanie funkcji fact(n) powoduje bezposrednie wywotanie funkcji fact(n-1),
jednak sama funkcja fact(n) nie moze bezposrednio wywotaé funkcji fact z dowolnym mniej-
Szym argumentem.
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RYSUNEK 2.15.
Funkcja rekurencyjna
wywolujaca sama

siebie z argumentami
0 coraz mniejszym
rozmiarze

Przyklad 2.22. Funkcje SelectionSort przedstawiona na listingu 2.1 mozna przeksztalcié¢ do
postaci funkcji rekurencyjnej recSS, jesli wykorzystany algorytm sortowania zostanie wyrazony
w nastgpujacy sposob. Zakladamy, ze dane do posortowania sa umieszczone w tablicy A[0. .n-1].

(1) Wybieramy najmniejszy element z reszty tablicy A (czyli z A[i..n-1]).
(2) Wymieniamy wybrany w poprzednim kroku element z elementem A[1].
(3) Sortujemy reszte tablicy, czyli A[i+1..n-17.

Sortowanie przez wybieranie mozna wyrazi¢ za pomoca nastgpujacego algorytmu rekurencyjnego.

PODSTAWA. Jesli i = n—1, to pozostaje do posortowania jedynie ostatni element tablicy. Poniewaz
pojedynczy element jest zawsze ,,posortowany”’, nie trzeba podejmowac dalej zadnych dziatan.

INDUKCJA. Jesli i < n—1, to nalezy znalez¢ najmniejszy element w tablicy A[1..n-1], wymieni¢
go z elementem A[1] i rekurencyjnie posortowaé tablicg A[1+1..n-11.

Kompletny algorytm realizujacy powyzsza rekurencje rozpoczyna si¢ od wartosci i = 0.

Jesli i zostanie potraktowane jako parametr omowionej wezesniej indukcji, bedzie to przypadek
tzw. indukcji wstecznej (ang. backward induction), w ktorej rozpoczyna si¢ od duzej podstawy i —
za pomoca reguty indukcyjnej — oblicza kolejno przypadki z mniejszymi wartoSciami parametru
na podstawie przypadkow z wartosciami wigkszymi. Jest to réwnie dobry sposob wykorzystania
indukcji, chociaz nie wspomniano wczesniej o takiej mozliwosci. Mozna jednak taka forme induk-
cji postrzega¢ jako normalng indukcj¢ dla parametru k = n—i, ktéry reprezentuje liczbe elementow
w czekajacej na posortowanie reszcie tablicy.

Na listingu 2.7 przedstawiono kod funkcji recSS(A, i, n). Drugi parametr, 1, jest indeksem
pierwszego elementu nieposortowanej reszty tablicy A. Trzeci parametr, n, jest taczna liczba ele-
mentow tablicy A, ktére nalezy posortowac. Przypuszczalnie, n jest mniejsze lub réwne maksy-
malnemu rozmiarowi tablicy A. Wywotanie funkcji recSS(A, 0, n) spowoduje wigc posortowanie
catej tablicy A[0. .n-11.

LISTING 2.7.
Rekurencyjne sortowanie przez wybieranie

void recSS(int A[], int i, int n)
{
int j, small, temp;
(D if (i <n-1) { /* przypadek podstawowy, dla i =n - 1, w ktorym */
/* funkcja konczy dzialanie nie zmieniajac tablicy A */
/* w przeciwnym przypadku wykonujemy indukcje */
(2) small = 1i;
(3) for (j = 1+l; j <n; j++)
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(4) if (ALJ] < Alsmalll)
(5) small = J;
(6) temp = Alsmalll;
(7) Alsmall] = A[i];
(8) A[i] = temp;
(9) recSS(A, i+1, n);
1
1

Na podstawie rysunku 2.15 mozna stwierdzié, ze s = n—i jest wlasciwym pojeciem ,,rozmiaru”
argumentow w przypadku funkcji recSS. Podstawa jest s = 1, czyli sortowanie pojedynczego ele-
mentu — w takim przypadku nie stosuje si¢ zadnych wywotan rekurencyjnych. Krok indukcyjny
okresla sposob sortowania s elementdw przez wybor i wymiang najmniejszego elementu i dalsze
sortowanie pozostatych s—1 elementow.

W wierszu (1) nastgpuje sprawdzenie przypadku podstawowego, w ktorym do posortowania
jest tylko jeden element (znowu zastosowano podejscie defensywne, jesli wigc zdarzy si¢ wywota-
nie dla i > n, nie spowoduje to wykonania nieskonczonego ciag wywotan). Dla przypadku podsta-
wowego nie sa wykonywane zadne dziatania i nalezy zakonczy¢ dziatanie funkc;ji.

Pozostala czgScia funkcji jest realizacja przypadku indukcyjnego. Wiersze od (2) do (8) zostaly
bezposrednio skopiowane z iteracyjnej wersji sortowania przez wybieranie. Podobnie jak w tamtym
programie, w tej czesci programu zmiennej small zostaje przypisana wartos¢ indeksu najmniejszego
elementu tablicy A[i..n-1] i jego wymiana z elementem A[i]. Wreszcie, w wierszu (9) nastgpuje
wywotanie rekurencyjne, ktore sortuje pozostala czes¢ tablicy.

Cwiczenia

2.7.1. Istnieje mozliwo$é rekurencyjnego zdefiniowania n* w nastepujacy sposob.
PODSTAWA.Dlan=1,1°=1.

INDUKCIJA. Jesli n* = m, to (n+1)* = m+2n+1.

(a) napisz rekurencyjna funkcje w jezyku C, implementujaca powyzsza definicje;
(b) wykaz za pomoca indukcji wzgledem n, ze powyzsza definicja poprawnie oblicza n*.

2.7.2. Zatézmy, ze mamy dang tablicg A[0..4], ktéra zawiera elementy 10, 13, 4, 7, 11 w przed-
stawionym porzadku. Jaka bedzie zawartos¢ tablicy A bezposrednio przed kazdym rekurencyjnym
wywotaniem funkcji recSS, ktora przedstawiono na listingu 2.7?

2.7.3. Przypusémy, ze definiujemy komorki listy jednokierunkowej zawierajacej liczby catkowite
(patrz podrozdziat 1.3) za pomocg makra DefCell(int, CELL, LIST) z podrozdziatu 1.6. Gwoli przy-
pomnienia, wspomniane makro jest rozwijane do nastgpujacej definicji typu:

typedef struct CELL *LIST;
struct CELL {

int element;

LIST next;

I
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Dziel 1 zwycigzaj

Jednym ze sposobow rozwiazania postawionego problemu jest proba podzielenia go na pod-
problemy, rozwigzania ich i potaczenia otrzymanych wynikéw w celu otrzymania rozwiazania
catego problemu. Okreslenie dziel i zwyciezaj jest stosowane do nazwania takiej wlasnie techniki
rozwiazywania probleméw. Jesli podproblemy sa podobne do wigkszego, oryginalnego proble-
mu, moze nawet istnie¢ mozliwo$¢ wykorzystania tej samej funkcji do ich rekurencyjnego roz-
wigzywania.

Poprawne funkcjonowanie tej techniki wymaga spetnienia dwdch wymagan. Pierwsze
z nich okresla, ze podproblemy musza by¢ prostsze od oryginalnego problemu. Drugie mowi
o tym, ze po skonczonej liczbie podziatdéw musi byé zapewnione dojscie do podproblemu,
ktéry mozna tatwo rozwiazaé. Gdy te kryteria nie sg spetnione, algorytm rekurencyjny kon-
tynuuje dzielenie problemu w nieskoniczonos¢, nie dochodzac do zadnego rozwiazania.

Nalezy zauwazy¢, ze rekurencyjna funkcja recSS z listingu 2.7 spelnia oba zalozenia. Za
kazdym razem, gdy jest wywotywana, dziata na podtablicy zawierajacej o jeden mniejsza liczbg
elementéw i w momencie, gdy zostaje wywotana dla podtablicy zawierajacej pojedynczy ele-
ment, konczy dziatanie i nie kontynuuje wywotan rekurencyjnych. Podobnie, funkcja oblicza-
jaca silni¢ przedstawiona na listingu 2.6 opiera si¢ na kolejnych wywotaniach rekurencyjnych
z mniejszymi liczbami catkowitymi. W tym przypadku rekurencja konczy si¢ w momencie,
gdy argument wywotania osiaga warto$¢ 1. W podrozdziale 2.8 zostanie oméwione znacznie
korzystniejsze zastosowanie techniki dziel i zwycigzaj, zwane sortowaniem przez scalanie.
Rozmiar sortowanych tablic zmniejsza si¢ bardzo gwaltownie, poniewaz sortowanie przez
scalanie opiera si¢ na dzieleniu (w kazdym wywotaniu rekurencyjnym) rozmiaru przez 2, a nie
odejmowania 1 od rozmiaru.

Napisz rekurencyjna funkcje find, ktora pobiera argument typu LIST i zwraca wartos¢ TRUE, jesli jedna
z komorek listy zawiera liczbg calkowita 1698 jako swdj element, oraz FALSE w przeciwnym razie.

2.7.4. Napisz rekurencyjng funkcje add, ktéra pobiera argument typu LIST (taki jak zdefiniowany
w ¢wiczeniu 2.7.3) i zwraca sumg¢ wszystkich elementéw danej listy.

2.7.5. Napisz taka wersje rekurencyjnej funkcji sortowania przez wybieranie, ktora pobiera jako
argument listg liczb catkowitych wykorzystujaca komorki zdefiniowane w éwiczeniu 2.7.3.

2.7.6. W ¢wiczeniu 2.2.8 zasugerowano, ze mozna uogolni¢ mechanizm sortowania przez wybieranie
w taki sposob, by wykorzystywac¢ dowolny klucz (key) i funkcje 1t do porownywania elementow.
Napisz ponownie funkcje¢ realizujaca rekurencyjny algorytm sortowania przez wybieranie w wersji
realizujacej te ogdlne zatozenia.

2.7.7*. Podaj rekurencyjny algorytm, ktory pobiera liczbe catkowita 7, po czym zwraca binarna repre-
zentacje tej liczby w formie sekwencji zer i jedynek, poczawszy od bitu najmniej znaczacego.

2.7.8%. Najwiekszy wspolny dzielnik (NWD; ang. greatest common divisor, GCD) dla dwdch liczb
catkowitych i oraz j jest najwigksza liczba catkowita, ktora bez reszty dzieli zaréwno i, jak i J.
Przyktadowo, nwd(24, 30) = 6, za$ nwd(24, 35) = 1. Napisz rekurencyjna funkcj¢ pobierajaca dwie
liczby catkowite i oraz j, gdzie i > j, i zwracajaca nwd(i, j). Wskazowka: mozesz wykorzystac po-
nizsza rekurencyjna definicje nwd. Zaktada si¢ w niej, ze i > .

PODSTAWA. Jeslij dzieli i bez reszty, to j jest NWD liczb i oraz .
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INDUKCJA. Jesli j nie dzieli bez reszty i, niech k bedzie reszta z dzielenia i przez j. nwd(i, j) jest
wowczas rowne nwd(j, k).

2.7.9%*. Udowodnij, ze podana w ¢wiczeniu 2.7.8 rekurencyjna definicja NWD daje te same wyniki,
co definicja nierekurencyjna (najwigksza liczba catkowita, ktdra bez reszty dzieli zaréwno i, jak i ;).

2.7.10. Definicje rekurencyjne mozna czgsto niemal bezposrednio zamienia¢ na algorytmy. Przykla-
dowo mozna rozwazy¢ podang w przyktadzie 2.16 definicje rekurencyjng relacji ,,mniejszosci” dla
ciagow. Napisz funkcje rekurencyjna sprawdzajaca, czy pierwszy z dwoch danych ciagdw jest ,,mniej-
szy” od drugiego. Zaldz, ze ciagi sa reprezentowane przez jednokierunkowe listy znakow.

2.7.11%*. Na podstawie podanej w ¢wiczeniu 2.6.8 rekurencyjnej definicji posortowanej listy, opracuj
rekurencyjny algorytm sortowania. Pordwnaj ten algorytm z rekurencyjnym sortowaniem przez
wybieranie z przyktadu 2.22.

2.8. Sortowanie przez scalanie:
rekurencyjny algorytm sortujacy

Ponizej zostanie rozwazony kolejny algorytm sortujacy, zwany sortowaniem przez scalanie (ang.
merge sort), ktory znacznie rdzni si¢ od sortowania przez wybieranie. Najlepszy opis sortowania przez
scalanie opiera si¢ na rekurencji i ilustruje jednoczesnie bardzo korzystne zastosowanie techniki dziel
i zwyciezaj, gdzie sortuje si¢ liste (a;, ay, ..., a,), dzielac problem na dwa podobne problemy o dwu-
krotnie mniejszych rozmiarach. W ogdlnosci, mozna by rozpocza¢ od podzielenia listy na dwie
przypadkowo wskazane listy o réwnych rozmiarach, jednak w opracowywanym programie zostanie
stworzona jedna lista elementow o indeksach nieparzystych, (ay, a3, as, ...) oraz druga o indeksach
parzystych, (a,, a4, as, ...). Nastepnie obie listy sa sortowane osobno. Aby zakonczy¢ proces sor-
towania oryginalnej listy n elementow, dwie posortowane polowy zostaja scalone za pomoca algo-
rytmu, ktoremu zostat poswiecony kolejny przyktad.

W nastepnym rozdziale okaze si¢, ze czas potrzebny do posortowania metodg sortowania przez
scalanie ro$nie znacznie wolniej w funkcji dlugosci n sortowane;j listy, niz ma to miejsce w przy-
padku sortowania przez wybieranie. Zatem, nawet jesli wywotania rekurencyjne wymagaja dodat-
kowych naktadéw czasowych, sortowanie przez scalanie jest znacznie lepszym rozwigzaniem od
sortowania przez wybieranie dla duzych wartosci n. W rozdziale 3. zostanie przeanalizowana i po-
rownana wydajnos¢ obu algorytmow sortujacych.

Scalanie

Przez ,,scalanie” nalezy rozumie¢ utworzenie na podstawie dwoch posortowanych list jednej po-
sortowanej listy, zawierajacej wszystkie elementy dwoch danych list i zadne inne. Przyktadowo,
gdy istnieja listy (1,2, 7,7,9)1(2, 4, 7, 8), ich scaleniem jest lista (1, 2,2,4,7,7,7, 8, 9). Warto
zauwazy¢, ze nie ma sensu rozwazanie scalania list, ktore nie sg jeszcze posortowane.

Prostym sposobem scalania dwoch list jest analiza od ich poczatkéw. W kazdym kroku nalezy
znalez¢ mniejszy z dwdch elementow bedacych aktualnie na czele list, wybra¢ go jako kolejny ele-
ment taczonej listy i usunaé z jego listy, wskazujac nowy ,,pierwszy” element tej listy. W przypadku
réwnych elementdw rozpoczynajacych obie listy mozna tak naprawde postgpowaé w sposdb dowolny,
ponizej przyjeto jednak zatozenie, Ze do taczonej listy wstawiany jest element z pierwszej listy.
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Przyktad 2.23. Rozwazmy scalanie dwéch ponizszych list:
Li=(,2,7,7,9)oraz L, =(2,4,7,8)

Pierwsze elementy list to odpowiednio 1 i 2. Poniewaz element 1 jest liczba mniejsza, zostaje wybrany
jako pierwszy wstawiany do scalanej listy M i usunigty z listy L;. Nowa lista L, jest wigc (2, 7, 7, 9).
W tym momencie, pierwszym elementem list L; i L, jest 2. Mozna wigc wybra¢ dowolny z nich.
Zaktadamy, ze w przypadku takiej rownosci, zawsze wybierany bedzie element z listy L. Scalana lista
M ma wigc postaé (1, 2), lista L, (7, 7, 9), zas na liscie L, pozostaja wszystkie elementy (2, 4, 7, 8).
Tabela 2.1 pokazuje kolejne kroki scalania do momentu wyczerpania elementow list L, i L. ®

TABELA 2.1.
Przyktad scalania
L4 L, M
1,2,7,7,9 2,4,7,8 pusta
2,7,7,9 2,4,7,8 1
7,7,9 2,4,7,8 1,2
7,7,9 4,7,8 1,2,2
7,7,9 7,8 1,2,2,4
7,9 7,8 1,2,2,4,7
9 7,8 1,2,2,4,7,7
9 8 1,2,2,4,7,7,7
9 pusta 1,2,2,4,7,7,7,8
pusta pusta 1,2,2,4,7,7,7,8,9

Jak si¢ okaze, projektowanie rekurencyjnych algorytmoéw scalajacych jest tatwiejsze, jesli li-
sty jednokierunkowe sa reprezentowane w formie przedstawionej w podrozdziale 1.3. Listy jedno-
kierunkowe zostang omowione bardziej szczegétowo w rozdziale 6. Ponizej zaklada sig, ze ele-
mentami listy sa liczby catkowite. Kazdy element moze wigc by¢ reprezentowany jako ,.komorka”,
czyli struktura typu CELL. Listg¢ elementow reprezentuje typ LIST, ktdry jest wskaznikiem do struktury
CELL. Wykorzystywane definicje dostarcza makro DefCell(int, CELL, LIST), ktére oméwiono w pod-
rozdziale 1.6. Zastosowanie makra DefCell zostaje rozwinigte do postaci:

typedef struct CELL *LIST;
struct CELL {

int element;

LIST next;

I

Pole element w kazdej komoérce zawiera liczbe catkowita, pole next zawiera natomiast wskaznik
do kolejnej komorki listy. Jesli aktualny element jest ostatnim na liscie, jego pole next zawiera
warto$¢ NULL, ktdra reprezentuje wskaznik pusty. Lista liczb catkowitych jest wigc reprezentowana
przez wskaznik do pierwszej komorki na liscie, czyli przez zmienna typu LIST. Lista pusta jest repre-
zentowana przez zmienng o wartosci NULL, zamiast wskaznika do pierwszego elementu.

Na listingu 2.8 przedstawiono implementacje w jezyku C rekurencyjnego algorytmu scalaja-
cego. Funkcja merge pobiera jako argumenty dwie listy i zwraca jedna, scalong liste. Parametry
formalne 1ist1 i 1ist2 sa wskaznikami do dwdch danych list, natomiast zwracang wartoscia jest
wskaznik do scalonej listy. Przedstawiony algorytm rekurencyjny mozna opisaé za pomoca poniz-
szej definicji rekurencyjne;j.
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LISTING 2.8.
Rekurencyjne scalanie

LIST merge(LIST Tistl, LIST Tist2)

{
(1 if (Tistl == NULL) return 1ist2;
(2) else if (1ist2 == NULL) return 1istl;
(3) else if (Tistl->element <= Tist2->element) {

/* Wiemy, ze zadna z dwoch Tist wejsciowych nie jest
pusta, pierwsza lista ma mniejszy pierwszy element.
Wynikiem jest pierwszy element pierwszej listy
poprzedzajacy scalenie pozostatych elementéw */

4) listl->next = merge(listl->next, 1ist2);
(5) return 1istl;
else { /* Tist2 ma mniejszy pierwszy element */
(6) list2->next = merge(listl, Tist2->next);
(7) return 1ist2;
1
}

PODSTAWA. Jesli jedna z list wejsciowych jest pusta, druga lista jest gotowym wynikiem. Te regule
implementuja wiersze (1) i (2) na listingu 2.8. Nalezy zauwazy¢, ze jesli obie listy sa puste, zwra-
cana jest lista 11st2. Jest to dziatanie poprawne, poniewaz warto$cia wskaznika 11st2 jest w takim
przypadku NULL, a efektem scalania dwdch pustych list powinna by¢ wtasnie lista pusta.

INDUKCJA. Jesli zadna z list wejSciowych nie jest pusta, kazda ma swdj pierwszy element. Mozna
wigc si¢ do nich odwolywaé za pomoca konstrukeji 1ist1->element oraz 1ist2->element, czyli do
pol element komdrek wskazywanych odpowiednio przez zmienne 1istl i 1ist2. Na rysunku 2.16
przedstawiono graficznie wykorzystywana strukture danych. Zwracana lista rozpoczyna si¢ od komorki
zawierajacej najmniejszy element. Reszta tej listy jest tworzona przez scalanie wszystkich ele-
mentdéw z wyjatkiem wspomnianego.

zwraca wartosé .—j F—» do scalone;j listy

list1 -

scalanie wewnatrz
wywotania rekursywnego

list2 ®-1-1--

RYSUNEK 2.16. Krok indukcyjny algorytmu scalajacego

Przyktadowo, w wierszach (4) i (5) zostaje obstuzony przypadek, w ktéorym pierwszy element
listy 1istl jest najmniejszy. Wiersz (4) zawiera rekurencyjne wywolanie funkcji merge. Pierwszym
argumentem tego wywotania jest 1ist1->next, czyli wskaznik do drugiego elementu pierwszej listy
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(lub NULL, jesli pierwsza lista zawiera tylko jeden element). Wywotanie rekurencyjne zostaje prze-
kazane do listy sktadajacej sie z wszystkich elementéw pierwszej listy poza pierwszym. Drugim
argumentem jest cata druga lista. Efektem tych operacji jest zwrdcenie przez wywotanie rekuren-
cyjne z wiersza (4) wskaznika do scalonej listy sktadajacej si¢ z wszystkich pozostatych elemen-
tow i zachowanie tego wskaznika w polu next pierwszej komorki pierwszej listy. W wierszu (5)
zostaje zwrocony wskaznik do tej komorki, ktora jest w tym momencie pierwsza komorka scalonej
listy zawierajacej wszystkie elementy.

Rysunek 2.16 ilustruje opisane zmiany. Kropkowane strzatki reprezentuja wywotania funkcji
merge. Strzatki ciagle reprezentuja wartosci (wskazniki) tworzone i zwracane przez wywolania
funkcji merge. W szczegdlnosci, wartoscia zwracang przez funkcje merge jest wskaznik do komorki
zawierajacej najmniejszy element, pole next tej komodrki wskazuje na list¢ zwrdcona przez reku-
rencyjne wywotanie funkcji merge z wiersza (4).

Wiersze (6) i (7) obstuguja przypadek, w ktorym to druga lista zawiera najmniejszy element.
Zachowanie algorytmu jest takie samo, jak w wierszach (4) i (5), zamienione sg jedynie role dwdch
list wejsciowych.

Przyklad 2.24. Zatézmy, ze wywotano funkcje merge dla list (1, 2,7, 7,9)1 (2, 4, 7, 8) z przyktadu
2.23. Tabela 2.2 zawiera sekwencj¢ kolejnych rekurencyjnych wywotan tej funkcji (czytajac
pierwsza kolumng od gory). Pominigto przecinki oddzielajace elementy list, ale rozdzielaja one
argumenty funkcji merge.

TABELA 2.2.

Rekurencyjne wywotania funkcji merge
Wywotanie Zwracana wartos¢
merge(12779, 2478) 122477789
merge(2779, 2478) 22477789
merge(779, 2478) 2477789
merge(779, 478) 477789
merge(779, 78) 77789
merge(79, 78) 7789
merge(9, 78) 789
merge(9, 8) 89
merge(9, NULL) 9

Przyktadowo, poniewaz pierwszy element pierwszej listy jest mniejszy od pierwszego elementu
drugiej listy, w wierszu (4) listingu 2.8 nastgpuje rekurencyjne wywotanie funkcji, powodujac scale-
nie wszystkich elementéw poza pierwszym z pierwszej listy. Oznacza to, ze pierwszym argumentem
tego wywolania jest reszta tej listy, czyli (2, 7, 7, 9); drugim jest petna druga lista, czyli (2, 4, 7, 8).
Pierwsze elementy na obu listach sa teraz identyczne. Poniewaz test z wiersza (3) listingu 2.8 fawo-
ryzuje pierwsza liste, zostaje usunigty element 2 z tej listy i wywotana funkcja merge, tym razem
z pierwszym argumentem (7, 7, 9) i drugim (2, 4, 7, 8).

Kolejno zwracane listy zawarto w drugiej kolumnie tabeli (czytajac od dotu). Nalezy zauwa-
zy¢, ze w przeciwienstwie do iteracyjnego opisu scalania zasugerowanego w tabeli 2.1, algorytm
rekurencyjny scala listy od konca, podczas gdy w wersji iteracyjnej scalanie listy odbywato si¢ od
poczatku. e
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Dzielenie list

Innym waznym zadaniem niezbgdnym w procesie sortowania przez scalanie jest dzielenie list na
dwie réwne czgsci lub dwie czgsci, ktorych dtugosci réznig si¢ o 1, jesli oryginalna lista zawiera
nieparzysta liczbg elementéow. Jednym ze sposobéw wykonania tego zadania jest zliczenie ele-
mentdw listy, podzielenie otrzymanego wyniku przez dwa i rozdzielenie listy w jej srodku. Zamiast
tego, mozna wykorzysta¢ prosta funkcje rekurencyjna split, ktdra dzieli elementy miedzy dwie listy,
jedna ztozona z elementu pierwszego, trzeciego, piatego, itd.; druga zlozong z elementéw wyste-
pujacych na parzystych pozycjach na liscie oryginalnej. Scisle méwiac, funkcja split usuwa ele-
menty wystepujace na parzystych pozycjach na liScie pobranej jako argument i zwraca nowa listg
ztozona wlasnie z tych elementow.

Napisany w jezyku C kod funkcji sp1it przedstawiono na listingu 2.9. Argumentem funkcji
jest zdefiniowana wczesniej na potrzeby funkcji merge lista typu LIST. Nalezy zauwazy¢, ze zmienna
lokalna pSecondCel1 takze zostata zdefiniowana jako lista typu LIST. W rzeczywisto$ci zmienna
pSecondCel1 jest wykorzystywana jako wskaznik do drugiej komorki listy, nie do samej listy, choé¢
typ LIST faktycznie jest wlasnie wskaznikiem do komorki.

LISTING 2.9.
Dzielenie listy na dwie rdwne czgsci

LIST spTit(LIST Tist)

{
LIST pSecondCelT;

(1 if (list == NULL) return NULL;
(2) else if (Tist->next == NULL) return NULL;

else { /* istnieja co najmniej dwie komorki */
(3) pSecondCell = Tist->next;
(4) list->next = pSecondCell->next;
(5) pSecondCelT1->next = split(pSecondCell->next);
(6) return pSecondCell;

}

}

Istotna rzecza jest zauwazenie, ze dziatanie funkcji sp1it wiaze si¢ z pewnym efektem ubocz-
nym. Usuwa ona komorki z parzystych pozycji listy pobranej jako argument i dotacza je do nowej
listy, ktdra jest ostatecznie zwracang wartoscig funkcji.

Algorytm podzialu mozna, jak ponizej, opisa¢ intuicyjnie. Wykorzystuje si¢ tu indukcje wzgle-
dem dlugosci listy; indukcja ta posiada wiele przypadkéw podstawowych.

PODSTAWA. Jesli dana lista ma dlugos$¢ 0 lub 1, nie trzeba nic robié. Lista pusta jest juz ,,po-
dzielona” na dwie puste listy, za$ lista zawierajaca pojedynczy element zostaje podzielona przez
zostawienie tego elementu na danej liscie i zwrdcenie pustej listy elementow na pozycjach parzy-
stych, ktorych na danej liscie nie ma. Przypadki podstawowe sa obstugiwane w wierszach (1) i (2)
listingu 2.9. Wiersz (1) obstuguje przypadek, w ktorym dana na wejsciu lista jest pusta; wiersz (2)
odpowiada za obstuge przypadku, w ktorym lista jest jednoelementowa. Warto zauwazy¢, ze zacho-
wujac ostroznos¢ w wierszu (2) nie sprawdza si¢ wartosci 1ist->next, chyba ze w wierszu (1)
okreslono, ze zmienna 17st nie jest rowna NULL.
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INDUKCJA. Krok indukcyjny zastaje zastosowany w sytuacji, gdy na liscie wejsciowej istniejq
co najmniej dwa elementy. W wierszu (3) zostaje zachowany wskaznik do drugiej komoérki z listy
w zmiennej lokalnej pSecondCell. W wierszu (4) polu next pierwszej komorki zostaje przypisana
warto$¢ wskaznika do komorki trzeciej (z pominigciem drugiej) — oczywiscie, jesli lista zawiera
tylko dwie komorki, wspomniane pole next przyjmuje wartos¢ NULL. W wierszu (5) nastepuje reku-
rencyjne wywotanie funkcji sp1it dla listy sktadajacej si¢ z wszystkich elementéw oryginalnej listy
z wyjatkiem dwoch pierwszych. Wartoscia zwracang przez to wywolanie jest wskaznik do czwar-
tego elementu (lub NULL, jesli lista jest krotsza niz czteroelementowa). Wskaznikiem tym zastepuje
si¢ warto$¢ pola next z drugiej komorki, uzupehiajac w ten sposdb taczenie elementéw wystgpu-
jacych na parzystych pozycjach. Wskaznik do drugiej komorki zwracany jest przez funkcje¢ split
w wierszu (6); wskaznik ten umozliwia uzyskanie dostepu do jednokierunkowej listy ztozonej
z wszystkich elementow potozonych na parzystych pozycjach na oryginalnej liscie.

Zmiany wprowadzane przez funkcje split zilustrowano na rysunku 2.17. Kropkowane strzatki
reprezentuja oryginalne wskazniki; nowe wskazniki oznaczono normalnymi strzatkami. Oznaczono
takze numery wierszy kodu, w ktdérych sa tworzone poszczegdlne wskazniki.

list @-1----> B B .< -

rekursywne wywotanie
funkcji split

pSecondCell o

zwracana warto$¢ [ o

RYSUNEK 2.17. Dziatanie funkc;ji split

Algorytm sortujacy

Rekurencyjny algorytm sortujacy przedstawiono na listingu 2.10. Zaprezentowany algorytm mozna
opisa¢ za pomoca odpowiedniej podstawy i kroku indukcyjnego.

PODSTAWA. Jesli lista do posortowania jest pusta lub jednoelementowa, zostaje zwrocona sama
lista — jest ona juz posortowana. Za obstuge przypadkow podstawowych odpowiadaja instrukcje
w wierszach (1) i (2) listingu 2.10.
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LISTING 2.10.
Algorytm sortowania przez scalanie

LIST MergeSort(LIST Tist)

{
LIST SecondList;

(1) if (1ist == NULL) return NULL;
(2) else if (Tist->next == NULL) return 1list;
else {
/* co najmniej dwa elementy na 1iscie */
(3) SecondList = split(list);

/* warto zauwazy¢, ze efektem ubocznym jest usuniecie
potowy elementéw z oryginalnej listy wejSciowej */
(4) return merge(MergeSort(1list), MergeSort(SecondList));
1
1

INDUKCJA. Jesli lista ma dtugosé nie mniejsza niz 2, w wierszu (3) zostaje wykorzystana funkcja
split do usunigcia elementéw na parzystych pozycjach listy wejsciowej, stuzacych do utworzenia
nowej listy, wskazywanej przez zmienng lokalng SecondList. W wierszu (4) nastgpuje rekurencyj-
ne posortowanie obu potdwek listy i zwrocenie scalonych rezultatow tych operacji.

Przyldad 2.25. Ponizej zostanie posortowana przy uzyciu metody sortowania przez scalanie nastepu-
jaca lista ztozona z liczb jednocyfrowych:

742897721

Dla zwigztosci zapisu ponownie pominigto przecinki oddzielajace cyfry na liscie. Najpierw lista
zostaje podzielona na dwie czesci za pomoca funkcji split wywolywanej w wierszu (3) funkcji
MergeSort. Jedna z powstatych w ten sposdb list zawiera elementy z pozycji nieparzystych; druga
sktada si¢ z cyfr lezacych na pozycjach parzystych (1ist = 72971, SecondList = 4872). Listy zostaja
posortowane w wierszu (4), co w efekcie daje listy 12779 i 2478, nastepnie scalane w celu otrzy-
mania ostatecznego wyniku: 122477789.

Wspomniane sortowanie dwdch list nie przebiega oczywiscie w jaki§ magiczny sposob, a raczej
polega na konsekwentnym stosowaniu algorytmu rekurencyjnego. Poczatkowo funkcja MergeSort
dzieli listg, dla ktorej zostata wywotana, jesli zawiera ona wigcej niz 1 element. Rysunek 2.18(a)
ilustruje mechanizm rekurencyjnego dzielenia list do momentu, w ktérym wszystkie osiagna dhu-
gos¢ 1. Nastepnie listy sa parami scalane, od liSci do korzenia drzewa, do czasu posortowania catej
listy. Ten proces przedstawiono na rysunku 2.18(b). Warto zauwazy¢, ze podziaty i scalania nie sa
wykonywane w tej ustalonej kolejnosci — nie wszystkie scalania nastgpuja po wszystkich podzia-
fach. Przyktadowo, pierwsza potowa listy, 72971, zostaje catkowicie podzielona i scalona zanim
rozpocznie si¢ przetwarzanie drugiej polowy listy, 4872. o

Kompletny program

Listing 2.11 zawiera kompletny program realizujacy sortowanie przez scalanie. Jest on analogiczny
do programu z listingu 2.2, ktory opierat si¢ na mechanizmie sortowania przez wybieranie. Funkcja
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742897721

\
/

72971 4872
791 27 47 82
71 9 2 7 4 7 8 2
7 1
(a) Dzielenie
122477789
12779 2478
179 27 47 28
17 9 2 7 4 7 8 2
7/ \1 RYSUNEK 2.18.
Rekurencyjne
(b) Scalanie

dzielenie i scalanie

Makelist w wierszu (1) odczytuje liczby calkowite z wejscia programu i umieszcza je na liscie
jednokierunkowej za pomoca prostego algorytmu rekurencyjnego, ktdry zostanie szczegétowo opisany
w kolejnym podrozdziale. W wierszu (2) w funkcji main umieszczono wywotanie funkcji MergeSort,

ktéra zwraca posortowang liste do funkcji PrintlList. Ta ostatnia przechodzi przez cala listg i wy-
swietla kazdy z jej elementdw.

LISTING 2.11.
Program sortujacy liste za pomoca algorytmu sortowania przez scalanie

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>

typedef struct CELL *LIST;
struct CELL {

int element;

LIST next;

b

LIST merge(LIST listl, LIST 1ist2);
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LIST split(LIST Tist);
LIST MergeSort(LIST Tist);
LIST MakelList();

void PrintList(LIST Tist);

main()
LIST Tist;

(D) list = MakeList();
(2) PrintList(MergeSort(1ist));

}

LIST MakeList()
{

int x;
LIST pNewCelT;

(3) if (scanf("%d", &x) == EOF) return NULL;
else {
(4) pNewCell = (LIST) malloc(sizeof(struct CELL));
(5) pNewCel11->next = MakelList();
(6) pNewCell->element = x;
(7) return pNewCell;
}
}
void PrintList(LIST 1ist)
{
(8) while (Tist != NULL) {
(9 printf("Zd\n", list->element);
(10) Tist = Tist->next;
}
}
LIST MergeSort(LIST Tist)
{

LIST SecondList;

if (1ist == NULL) return NULL;
else if (Tist->next == NULL) return 1list;
else {
SecondList = split(list);
return merge(MergeSort(1ist), MergeSort(SecondList));
}
}

LIST merge(LIST Tistl, LIST Tist2)

if (listl == NULL) return listz;
else if (1ist2 == NULL) return Tistl;
else if (Tistl->element <= Tist2->element) {

101
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listl->next = merge(listl->next, 1ist2);
return 1istl;

1

else {
Tist2->next = merge(1listl, Tist2->next);
return 1ist2;

}

LIST spTit(LIST Tist)

{
LIST pSecondCelT;

if (Tist == NULL) return NULL;

else if (1ist->next == NULL) return NULL;

else {
pSecondCell = Tist->next;
list->next = pSecondCell->next;
pSecondCel1->next = split(pSecondCell->next);
return pSecondCell;

}
}

Cwiczenia
2.8.1. Przedstaw wynik zastosowania funkcji merge dla list (1, 2, 3, 4, 5) oraz (2, 4, 6, 8, 10).

2.8.2. Zalézmy, ze rozpoczynamy dziatania od listy (8, 7, 6, 5, 4, 3, 2, 1). Przedstaw sekwencj¢ wy-
wotan funkcji merge, sp1it i MergeSort.

2.8.3*. Sortowanie przez wielodrozne (ang. multiway) scalanie polega na podzieleniu listy na k czgsci
o réwnych (lub réwnych w pewnym przyblizeniu) rozmiarach, ich rekurencyjnym posortowaniu
i scaleniu wszystkich k list poprzez poréwnywanie ich pierwszych elementéw i wybieranie naj-
mniejszego. Opisane w niniejszym podrozdziale sortowanie przez scalanie dotyczy przypadku k = 2.
Zmodyfikuj program z listingu 2.11 tak, by realizowal sortowanie przez wielodrozne scalanie dla
przypadku k = 3.

2.8.4*. Napisz ponownie program sortujacy przez scalanie w taki sposob, by wykorzystywal funkcje
1t i key (patrz ¢wiczenie 2.2.8) do porownywania elementéw dowolnych typow.

2.8.5. Sprébuj powiaza¢ funkcje (a) merge, (b) split oraz (c) MakeList ze schematem z rysunku 2.15.
Jakie jest wlasciwe pojecie rozmiaru dla kazdej z tych funkcji?

2.9. Dowodzenie wlasnosci programow rekurencyjnych

Jesli nalezy dowies¢ prawdziwosci pewnej wlasnosci funkcji rekurencyjnej, ogdlnie rzecz biorac
trzeba wykazaé prawdziwos¢ twierdzenia opisujacego efekt pojedynczego wywotania tej funkcji.
Przyktadowo, takim efektem moze by¢ zwiazek pomiedzy argumentem i zwracang wartoscia, np.
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»funkcja wywotana dla argumentu i zwraca wartos¢ i!”. Czesto definiuje si¢ takze pojecie ,,roz-
miaru” argumentow funkcji i przeprowadza odpowiedni dowod za pomoca indukcji wzgledem tego
rozmiaru. Oto niektdre z wielu mozliwych sposobéw definiowania rozmiaréw argumentow:

(1) Wartos¢ jednego z argumentow. Przyktadowo, dla rekurencyjnego programu liczacego silni¢
z listingu 2.6 odpowiednim rozmiarem jest wartos¢ argumentu 7.

(2) Dtlugosc listy wskazywanej przez jeden z argumentdéw. Rekurencyjna funkcja split z listingu
2.9 jest przyktadem, w ktorym dtugos¢ listy jest wlasciwym rozmiarem.

(3) Pewna funkcja argumentdéw. Przykladowo, wspomniano, ze rekurencyjny algorytm sortowa-
nia przez wybieranie z wydruku 2.7 wykonuje indukcj¢ wzgledem liczby elementéw w pozo-
stajacej do posortowania tablicy. Korzystajac z wartosci argumentéw n oraz i funkcje¢ t¢ mozna
zapisa¢ jako n—i. Innym przyktadem jest suma dlugosci list wskazywanych przez dwa argu-
menty funkcji merge z listingu 2.8.

Niezaleznie od wybranej definicji pojgcia rozmiaru, istotne jest, by funkcja wywotywana z argu-
mentem o rozmiarze s zawierala wylacznie wywolania z argumentami o rozmiarze s—1 lub mniejszym.
Spehienie tego wymagania umozliwia wykorzystanie indukcji wzgledem rozmiaru w dowodzie
wlasnosci programu. Co wigcej, w momencie gdy rozmiar spada do pewnej statej wartosci (np. 0),
funkcja nie moze wykonywac dalszych wywotan rekurencyjnych. Spehienie tego wymagania umozli-
wia rozpoczecie indukceji od przypadku podstawowego.

Przyklad 2.26. Ponizej rozwazono przedstawiony na listingu 2.6 w podrozdziale 2.7 program
obliczajacy silni¢. Twierdzenie dowodzone za pomocg indukcji wzgledem i, dla i > 1, ma naste-
pujaca postad.

TWIERDZENIE S(i): jesli funkcja fact jest wywotywana z wartoscia i argumentu n, zwraca
warto$¢ il.

PODSTAWA. Dla i = 1, warunek w wierszu (1) listingu 2.6 powoduje obstuge przypadku pod-
stawowego w wierszu (2). Efektem jest zwrdocenie wyniku o wartosci 1, czyli 1!.

INDUKCJA. Zatozmy, ze S(i) jest prawdziwe, co oznacza, ze wywolanie funkcji fact z pewnym
argumentem 7 > 1 powoduje zwrdcenie wartosci i!. Rozwazmy teraz, co si¢ stanie, jesli funkcja
fact zostanie wywolana z wartoscia i+1 przekazang za pomoca zmiennej n. Jesli i > 1, wyrazenie i+1
ma wartos¢ nie mniejsza niz 2, zatem zastosowanie ma przypadek indukcyjny obshugiwany w wier-
szu (3). Zwracana warto$¢ wynosi wiec nxfact(n—1), czyli (poniewaz zmienna n ma warto$¢ i+1)
zwracany jest wynik (i+1)xfact(i). Zgodnie z hipoteza indukcyjna, fact(i) zwraca i!. Poniewaz
(i+1)xi! = (i+1)!, stanowi to wykazanie poprawnosci kroku indukcyjnego okreslajacego, ze funkcja
fact dla argumentu i+1 zwraca wartos$¢ (i+1)!. e

Przyklad 2.27. Ponizej zostanie przeanalizowana funkcja MakeList, bedaca jedng z funkcji pomo-
cniczych na listingu 2.11 zaprezentowanym w podrozdziale 2.8. Funkcja ta tworzy list¢ jednokierun-
kowa ztozona z elementdw wejsciowych i1 zwracajaca wskaznik do tej listy. Zostanie udowodnione
ponizsze twierdzenie za pomoca indukcji wzgledem »n > 0, gdzie n jest liczba elementow w sekwen-
cji wejsciowe;j.

TWIERDZENIE S(n): jesli x, x,, ..., x, jest sekwencja elementdw wejsciowych, funkcja Makelist
tworzy liste jednokierunkowa zawierajaca elementy xy, x, ..., x, 1 zwracajaca wskaznik do tej listy.
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PODSTAWA. Podstawa jest przypadek, w ktorym »n = 0, czyli pusta sekwencja wejsciowa. Spraw-
dzany w wierszu (3) funkcji Makel ist warunek konca pliku (EOF) powoduje, ze zwracang wartoscia
jest w takim przypadku NULL. Wynikiem funkcji Makelist jest wigc poprawna lista pusta.

INDUKCJA. Zatézmy, ze S(n) jest prawdziwe dla n > 0 i rozwazmy, co stanie si¢ W momencie,
gdy funkcja Makelist zostanie wywotana dla wejsciowej sekwencji nt+1 elementow. Przypusémy
takze, ze odczytano wiasnie pierwszy element x;.

W wierszu (4) funkcji Makelist tworzony jest wskaznik do nowej komorki c. W wierszu (5)
nastgpuje rekurencyjne wywotanie funkcji Makelist w celu utworzenia, na podstawie hipotezy induk-
cyjnej, wskaznika do jednokierunkowej listy pozostatych n—1 elementow, x», x3, ..., x,. Nowy wskaznik
zostaje w wierszu (5) umieszczony w polu next komdrki c. Nastgpnie, w wierszu (6) wartos¢ x;
zostaje umieszczona w polu element komorki c¢. W ostatnim wierszu (7) funkcji zostaje zwrocony
wskaznik utworzony w wierszu (4), ktory wskazuje na liste jednokierunkowa zawierajaca n ele-
mentow, Xy, X2, ..., Xp.

Udowodniono wtasnie krok indukcyjny i mozna wywnioskowacd, ze funkcja Makel ist dziata
poprawnie dla wszystkich danych wejsciowych. e

Przyldad 2.28. W ostatnim przyktadzie zostanie wykazana poprawnosé programu sortujacego przez
scalanie z listingu 2.10. Zaktada sig, ze funkcje split i merge wykonuja swoje zadania poprawnie.
Zostanie wykorzystana indukcja wzgledem dtugosci listy danej jako argument funkcji MergeSort.
Bedzie to indukcja zupetna wzgledem »n > 0, stuzaca do dowiedzenia prawdziwosci twierdzenia:

TWIERDZENIE S(#): jesli w momencie wywolania funkcji MergeSort, 1ist jest lista dtugosci n,
funkcja zwraca posortowana listg ztozona z tych samych elementow.

PODSTAWA. Podstawa jest zardwno S(0), jak 1 S(1). Jesli lista 1ist ma dtugosé 0, jej wartoscia
jest NULL, warunek z wiersza (1) listingu 2.10 jest wigc prawdziwy i cata funkcja zwraca warto$¢ NULL.
Jesli Tist ma dhugosc 1, spelniony jest warunek z wiersza (2) i funkcja zwraca 1ist. Funkcja MergeSort
zwraca dang liste 11st, jesli n jest rowne O lub 1. To spostrzezenie potwierdza prawdziwos¢ twier-
dzen S(0) i S(1), poniewaz listy o dtugosci 0 i 1 sa juz posortowane.

INDUKCJA. Zatézmy, ze n > 1 i twierdzenie S(i) jest prawdziwe dla wszystkich i =0, 1, ..., n.
Nalezy dowie$¢ prawdziwosci twierdzenia S(n+1), zatem trzeba rozwazy¢ listg o dlugosci n+1.
Poniewaz n > 1, lista ma dlugos$¢ nie mniejsza niz 2, dochodzi si¢ wigc do wiersza (3) listingu 2.10.
Funkcja sp1it dzieli tam dana listg¢ na dwie listy o dtugosci (n+1)/2, jesli n+1 jest parzyste, lub n/2+1
i n/2, jesli n+1 jest nieparzyste. Poniewaz n > 1, zadna z tych list nie moze mie¢ dtugosci docho-
dzacej do n+1. Oznacza to, ze dla obu przypadkow ma zastosowanie hipoteza indukcyjna i mozna
wywnioskowa¢, ze otrzymane potowy list sq poprawnie posortowane za pomoca rekurencyjnych
wywolan funkcji MergeSort z wiersza (4). Na koncu posortowane listy zostaja scalone w jedna listg,
ktora jest zwracana jako wynik funkcji. Zatozono, ze funkcja merge dziata poprawnie, zatem zwracana
lista wynikowa jest posortowana. e

Cwiczenia

2.9.1. Udowodnij, ze funkcja PrintList z listingu 2.11 wyswietla elementy znajdujace si¢ na liscie
przekazanej jako argument. Jakiego twierdzenia S(i) nalezy dowie$¢ indukcyjnie? Jaka jest war-
tos$¢ podstawowa dla i?
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2.9.2. Funkcja sum z listingu 2.12 oblicza sumg elementdw znajdujacych si¢ na danej liscie (ktdrej
komorki naleza do znanego nam typu zdefiniowanego za pomoca makra DefCell w podrozdziale
1.6 1 wykorzystanego w programie sortowania przez scalanie w podrozdziale 2.8), dodajac pierw-
szy element do sumy pozostatych elementdw, ktora jest obliczana za pomoca wywotania rekuren-
cyjnego dla reszty listy. Udowodnij, ze funkcja sum poprawnie oblicza sume elementdw. Jakiego
twierdzenia S(i) nalezy dowies¢ indukcyjnie? Jaka jest warto$¢ podstawowa dla i?

LISTING 2.12.
Dwie funkcje rekursywne, sum i find0

DefCell(int, CELL, LIST);
int sum(LIST L)

if (L == NULL) return 0;
else return L->element+sum(L->next);

}

int find0O(LIST L)

if (L == NULL) return FALSE;
else if (L->element == 0) return TRUE;
else return find0(L->next);

}

2.9.3. Funkcja find0 z listingu 2.12 zwraca TRUE, jesli co najmniej jeden z elementéw danej listy to 0;
w przeciwnym razie, funkcja zwraca FALSE. Funkcja zwraca FALSE, jesli lista jest pusta; TRUE, jesli
pierwszym elementem jest 0; jesli zaden z tych warunkéw nie jest spetniony, wykonywane jest
wywotanie rekurencyjne dla reszty listy i zwracana jest odpowiedz otrzymana dla tej reszty. Udo-
wodnij, ze funkcja find0 poprawnie okresla, czy dana lista zawiera 0. Jakiego twierdzenia S(i) nalezy
dowies¢ indukcyjnie? Jaka jest warto$¢ podstawowa dla i?

2.9.4*, Udowodnij, ze funkcja merge z listingu 2.8 i funkcja sp1it z listingu 2.9 wykonuja zadania
zatozone w podrozdziale 2.8.

2.9.5. Podaj intuicyjny dowod poprawnosci oparty na ,,najmniejszym kontrprzyktadzie” dla indukcji
rozpoczynajacej si¢ od dwoch przypadkow podstawowych 0 1.

2.9.6%*. Udowodnij poprawnos¢ rekurencyjnego algorytmu NWD (w implementacji Czytelnika w je-
zyku C) z ¢wiczenia 2.7.8.

2.10. Podsumowanie rozdziatu 2.

Oto najwazniejsze zagadnienia, ktore Czytelnik powinien zapamigta¢ po zapoznaniu si¢ z niniej-
szym rozdzialem:

e Sciste powiazanie poje¢ dowodéw indukcyjnych, definicji rekurencyjnych oraz programoéw reku-
rencyjnych. Kazde opiera si¢ na podstawie i ,,dziataniu” kroku indukcyjnego;
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o w zwyklych”, ,stabych” indukcjach kolejne kroki zaleza wytacznie od krokéw poprzednich.
Czesto zachodzi koniecznos¢ przeprowadzania dowodéw za pomoca indukeji zupetnej, w ktorej
kazdy krok moze zaleze¢ od wszystkich wczesniejszych;

e istnieje wiele réznych sposobow sortowania. Sortowanie przez wybieranie jest fatwym, ale
tez wolnym algorytmem sortujacym; sortowanie przez scalanie jest algorytmem szybszym,
ale i bardziej skomplikowanym;

¢ indukcja ma zasadnicze znaczenie w dowodzeniu poprawnos$ci dziatania programéw lub ich
fragmentow;

o dziel i zwyciezaj jest przydatng technikg projektowania dobrych algorytmdw, takich jak sorto-
wanie przez scalanie. Opiera si¢ na dzieleniu problemu na niezalezne podproblemy i scalaniu
otrzymanych wynikéw;

e wyrazenia definiuje si¢ zgodnie z ich natura, w sposdb rekurencyjny, opierajac si¢ na zawar-
tych w nich operandach i operatorach. Operatory mozna klasyfikowaé na podstawie liczby
argumentow, na ktorych dzialaja: jednoargumentowe, dwuargumentowe oraz k- argumentowe).
Istnieje takze dodatkowy podziat operatoréw dwuargumentowych oparty na ich umiejscowieniu:
operatory wrostkowe leza migdzy operandami, przedrostkowe poprzedzaja operandy oraz przy-
rostkowe, ktore sa potozone za operandami, na ktorych dziataja.
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